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前 言

“机器学习”这个词受到人们的关注已经很久了。我想有很多人对机器学

习到底是什么、使用机器学习能做什么等很感兴趣。机器学习如此兴盛的背

后有多种因素，但主要是因为现在世界各地都有人在开发机器学习专用的程

序库，方便又多样的数据集也能唾手可得。一个人即使不懂理论知识，只要

准备好程序库和数据集，再写上几行代码就可以制作出有模有样的东西。机

器学习的入门门槛确实降低了，我们可以一边自己动手写一些代码，一边学

习机器学习。

但是，一直使用一个不知道原理的“黑盒”，大家的心情估计不会太好

吧。虽说有些非常好用的库使人无须知道理论就可以开始编程，但是对有些

人，尤其是程序员来说，使用不知道内部做了什么的东西时总会感到有些不

放心。如果就这样开始学习机器学习，那么到后面很可能会因为太难而学不

下去。

本书的读者对象是对机器学习感兴趣、想要学习其理论知识的程序员。

通过阅读本书的出场人物——程序员绫乃和她的朋友美绪的对话，读者将轻

松理解机器学习的理论，并和她们一起学习下去。许多面向初学者的书都会

尽量避免数学表达式的出现，但在本书中表达式随处可见，其中也有一些看

起来有点难的表达式。不过，读了绫乃和美绪的对话后大家自然能够理解表

达式的意思。此外，为了帮助那些忘记高中数学知识的读者复习，本书在正

文之外特别制作了专门讲解数学基础知识的附录，所以请大家不要担心，放

心阅读本书。

本书讲解的基础知识非常实用，大家在掌握这些知识之后，既可以加深

对程序库内部机制的理解，也可以去实现机器学习的算法，还可以去阅读最

新的论文，总之可以自由尝试各种实践。接下来，就让我们与绫乃和美绪一

起开始机器学习的学习之旅吧。
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各章概要

第 1 章　开始二人之旅

将简要地介绍为什么机器学习越来越受人们的关注，以及使用机器学习

能够做什么事情。此外，也会简单地讲解回归、分类、聚类等算法。

第 2 章　学习回归——基于广告费预测点击量

以“根据投入的广告费来预测点击量”为题材，学习回归。我们先利用

简单的例子来思考为了预测需要引入什么样的表达式，然后考虑如何才能使

它接近最适合的结果。

第 3 章　学习分类——基于图像大小进行分类

以“根据图像的大小，将其分类为纵向图像和横向图像”为题材，学习

分类。

与第 2 章一样，我们首先考虑为了实现分类需要引入什么样的表达式，

然后考虑如何才能使它接近最适合的结果。

第 4 章　评估——评估已建立的模型

将检查在第 2 章和第 3 章中考虑的模型的精度。我们将学习如何对模型

进行评估，以及用于评估的指标有哪些。

第 5 章　实现——使用 Python 编程

根据从第 2 章到第 4 章学到的内容，使用 Python 进行编程。读了这一章

以后，我们就能知道如何把前面用表达式思考的内容编写为代码了。

附录

补充了没能在正文的 5 章中介绍的数学相关知识，请根据需要参考使

用。这些知识包括：求和符号和求积符号、微分、偏微分、复合函数、向量

和矩阵、几何向量、指数、对数、Python 环境搭建、Python 的基础知识和

NumPy 的基础知识。
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xii 出场人物介绍

出场人物介绍

绫乃

听从公司上司的建议，正在学习机器学习的程序员。

做事很认真，偶尔会得意忘形。24 岁，很喜欢吃点心。

美绪

从大学时就是绫乃的朋友。大学的专业是计算机视觉。

不会拒绝绫乃的请求。也喜欢吃甜食。



第1章

开始二人之旅

绫乃正在找美绪商量什么事情。

好像是因为上司对她说了一句“有时间你学一下机器学习”，

但是她不知道要学什么、该怎么学，

所以来找美绪商量该怎么办。

我们去看看她们都聊了些什么吧。
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1.1 对机器学习的兴趣

我想学机器学习，但是我连要学什么、该怎么学都不知道……

所以你来找我商量？

是呀。美绪你上学的时候不是研究过机器学习嘛，我那时候就觉

得你好厉害，所以来向你讨教啦。

我实际上做的是计算机视觉的研究哦，只是做研究的时候用到过

机器学习。

不管是计算机视觉还是机器学习，光听这两个术语就觉得好难啊。

还有，介绍机器学习的文章里不是经常会出现数学表达式吗？那

些表达式的意思我也不明白……

确实有很多数学表达式。不过，对于机器学习中比较基础的部分，

我们只要一个一个地慢慢理解那些表达式的含义，也就不难了。

美绪，你数学也很拿手吧？但是我不擅长数学，所以来请教你，

由你来讲解的话我应该能听得懂……

数学表达式本来就是很方便的工具，它可以把那些说起来会很啰

唆的东西，以谁都能够理解的方式严密、简洁地表达出来。

看来我需要先和数学成为朋友呀，这样才能感受到表达式的方便

所在。
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对了，绫乃，你想用机器学习做什么？

其实吧，是公司的上司让我有时间学一下机器学习。

原来是公司的事情。那个人不能教你吗？

我问过他，但他好像也不是很懂。我感觉他就是想说“机器学习”

这个词而已……

首先要明确的就是想使用机器学习来做什么，思考目的是很重要

的……那么，你觉得机器学习是在什么地方使用的呢？

嗯，我经常听到的是鉴别垃圾邮件、用图像进行人脸识别、电商

网站的推荐功能之类的。

可以啊，你知道的挺多嘛。

上网查资料这种事情我还是会做的，而且来找你之前我多多少少

也了解了一点相关信息。

不错，看来你已经知道不少应用场景了。除了你列举的之外，机

器学习还有很多应用场景，而且涉及的领域非常广泛。

是呀是呀。我感觉只要有了机器学习，就什么都可以做了。机器

学习真是令人充满希望。
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因为机器学习，人们确实做到了很多过去做不到的事情。不过要

说有了机器学习就什么都可以做，我觉得这里面存在误解。

啊，是这样吗？难道还有限制？

虽然它的应用场景很多，但它不是万能的。了解机器学习适合的

应用场景，明确它能做什么、不能做什么也很重要。

原来还有不能适用机器学习的场景呀，有点遗憾。

在开始学习机器学习之前，我们还是先聊聊为什么机器学习如此

受人关注，使用机器学习实际能做什么这些话题吧。

好呀，听起来好像很有意思！稍等一下，我去拿咖啡和饼干过来！

1.2 机器学习的重要性

为什么机器学习变得如此受人关注呢？（咔嚓咔嚓）

其实机器学习的基础理论和算法本身并不是新出现的。
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欸，原来是以前就有的啊？

无论是过去还是现在，计算机都特别擅长处理重复的任务。所以

计算机能够比人类更高效地读取大量的数据、学习数据的特征并

从中找出数据的模式。这样的任务也被称为机器学习或者模式识

别，以前人们就有用计算机处理这种任务的想法，并为此进行了

大量的研究，也开发了很多代码。

原来机器学习从很久以前就可以做很多事情，真是出乎意料……

现在机器学习能做的事情更多了。虽然不可否认这受益于计算机

理论的发展，不过我认为主要还是归功于以下两点。

● 具备了能够收集大量数据的环境
● 具备了能够处理大量数据的环境

也就是说，让计算机收集大量数据、学习大量知识，就可以做许

许多多的事情了吗？

嗯，差不多是这样的。当我们打算用机器学习做什么事情的时候，

首先需要的就是数据。因为机器学习就是从数据中找出特征和模

式的技术。

原来并不是说有一个很厉害的程序，只要把事情交给它，它就什

么都会帮我们搞定呀。

嗯，所以收集数据很重要。

不过“具备了能够收集大量数据的环境”是什么意思呢？
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由于互联网的发展，个人行为和生活的一部分已经被数字化，规

模大到无法想象的数据也随之而生。

而且，不仅是数据量变多了，数据的种类也增加了。其中包括

Web 网站的访问记录、博客上发布的博文和照片、邮件的发送记

录、电商网站的购买记录等，数不胜数。多亏有了互联网，我们

才可以轻松获取大量这样的数据。

对呀，我也经常在网上买东西。现在再普通不过的事情，在过去

看来却并不简单……

我们就拿刚才你举的机器学习的例子来说吧。人脸识别可以使用

SNS 网站上与人物标签一起被上传的图像数据，而推荐系统则可

以使用电商网站上的购买记录数据。不管是人脸识别还是推荐系

统，都是从数据中学到的成果。

原来如此。看来我之前对机器学习完全不了解啊。

而且现在计算机的性能也越来越高，处理同样多的数据所需的时

间变得越来越短，硬盘和 SSD 这样的存储设备也越来越便宜。

现在好厉害呀。计算机能够处理大量数据，也就能学到相应的大

量知识，真让人激动。而且值得处理的数据也非常多。

是啊。不过，比起可以学习到大量知识，计算机能够更快地处

理数据这一点更令人激动。现在可以使用 GPU 进行数值计算，

Hadoop、Spark 之类的分布式处理技术也逐渐成熟，所以才说现

在“具备了能够处理大量数据的环境”。

适合机器学习的时代终于来临了！

对，所以人们对机器学习的兴趣越来越高。机器学习不仅可以应

用在那些方便我们日常生活的应用程序上，还可以帮助商务人士

做决策，或者应用在医疗、金融、安全等其他各种领域。
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这样说来，机器学习真是太厉害了。眼下也正是使用机器学习大

展拳脚的时候，我现在真心想学习它了。

1.3 机器学习的算法

我已经知道机器学习有很多应用场景了，不过我想更具体地了解

一下机器学习是如何被实际应用的。

没问题，那我们来聊聊这个话题。下面这几个就是机器学习非常

擅长的任务。

● 回归（regression）
● 分类（classification）
● 聚类（clustering）

这几个词我倒是听说过……

我们依次来看一下吧。首先是回归。简单易懂地说，回归就是在

处理连续数据如时间序列数据时使用的技术。

一点也不简单易懂……时间序列数据？那是什么样的数据呀？

就是那些连续观测到的因时而异的数据。股价就是时间序列数据

的一个例子。看一下这个（图 1-1），你应该见过这样的图吧？
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股
价

时间
图 1-1

原来这就是连续数据呀，那么身高和体重这样的数据也是连续数

据喽？

不错，一点就通。身高和体重本身就是连续的数据，假如记录下

每天的身高和体重，那么得到的数据就是类似于股价的时间序列

数据了。

这个我明白了。对这样的连续数据使用机器学习，又是什么意

思呢？

例如，我们从刚才的图中，选出几个过去某个时间点的股价数据

（表 1-1）。

表 1-1

日期 股价

昨天 ￥1000

2 天前 ￥1100

3 天前 ￥1070

从这样的数据中学习它的趋势，求出“明天的股价会变为多

少”“今后的趋势会怎样”的方法就是回归，它就是一种机器学习

算法。
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未来的预测呀。如果真能准确地预测股价就厉害了。

那当然了。股价的变动不只受过去股价的影响，所以光靠这个信

息并不能很好地预测出来。

是啊，当前的经济状况和企业的业绩等都会影响到股价。

没错。所以当我们要预测什么事情的时候，经常会把对预测有影

响的数据收集起来进行组合。

原来如此。那分类又是什么意思呢？

分类没那么难。比如刚才你提到的鉴别垃圾邮件就可以归类为分

类问题。

也就是说检查邮件的内容，然后判断它是不是垃圾邮件，对吧？

是的。就是根据邮件的内容，以及这封邮件是否属于垃圾邮件这

些数据来进行学习（表 1-2）。

表 1-2

邮件内容 是否为垃圾邮件

辛苦啦！下个周日我们去玩吧…… ×

加我为好友吧。这里有我的照片哟！http://... ○

恭喜您赢得夏威夷旅游大奖…… ○
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在开始学习之前，我们必须像这张表这样，先用○或 × 手动标记

邮件是否为垃圾邮件，稍微有些麻烦。

欸？要一个一个检查，然后打上○或 × 的标签吗？好麻烦呀……

实际上机器学习中最麻烦的地方，就是收集数据。无论收集数据

的环境变得多好，还是有很多需要人工介入的工作。

原来是这样啊。这个打标签的工作，光想想就觉得它很花时间。

这种工作也是有改善空间的。比如最近的邮件服务中，用户可以

对收到的邮件打上“这是垃圾邮件”的标签。直接使用这些由用

户打好标签的数据也是一个法子。

哇，真聪明。根据照片上的人脸来判断他是男人还是女人的工作

也是分类问题吧？

对，这也是分类问题。像这种只有两个类别的问题称为二分类，

有三个及以上的问题称为多分类，比如数字的识别就属于多分类

问题。

是吗？数字的识别是分类问题吗？

想一想判断图片中的数字是几的问题。我们会判断那张图片是 0，

这张图片是 9，这样问题不就变成了按照 0~9 的数字信息对图片进

行分类的问题了吗？

这样说的话，的确如此……
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这种技术可以用来自动识别明信片上手写的邮件编码。有一个很

有名的数据集叫 MNIST，其中收集了大量手写的数字图片，以及

图片实际的数字信息。

世上还有这样的东西啊。那最后的聚类又是什么呢？

聚类与分类相似，却又有些不同。聚类考虑的问题是：假设在有

100 名学生的学校进行摸底考试，然后根据考试成绩把 100 名学生

分为几组，根据分组结果，我们能得出某组偏重理科、某组偏重

文科这样有意义的结论。这里用来学习的数据就是每个学生的考

试分数，比如下面这张表（表 1-3）。

表 1-3

学生编号 英语分数 数学分数 语文分数 物理分数

A-1 100 98 89 96

A-2 77 98 69 98

A-3 99 56 99 61

这不就是分类吗？

它与分类的区别在于数据带不带标签。也有人把标签称为正确答

案数据。比如刚才的垃圾邮件鉴别问题，除了邮件内容以外，数

据集中是不是还包含了标记邮件是否为垃圾邮件的数据？

嗯，有的。

可这个考试分数的数据里并没有与分类有关的标签，仅仅包含了

编号和分数的数据而已。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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原来区别在于准备的数据里是否包含了标签信息呀。这不太好理

解啊。

使用有标签的数据进行的学习称为有监督学习，与之相反，使用

没有标签的数据进行的学习称为无监督学习。回归和分类是有监

督学习，而聚类是无监督学习，这样对比记忆效果可能会更好。

光记住这些名字好像就很难……回归、分类、聚类，还有有监督

学习、无监督学习……

如果只死记硬背很快就会忘光啦。我还是建议你多去学习和实践，

到时候想不记住都难。

是那样的吗？

1.4 数学与编程

你说自己不擅长数学，不过你也是理科生吧？

啊，是呀——算是吧……

那你还记得概率统计、微分和线性代数吗？
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嗯，记得一点……只要复习一下应该就能想起来了。

机器学习多多少少还是需要一些数学基础知识的，如果你觉得

心里没底，就先复习一下，肯定有用的。尤其是机器学习的算法

有和统计方法类似的地方，所以懂这些知识的话，肯定学起来会

很快。

果然需要数学。看来要从头开始学习了。

不过就像我一开始说的，如果只是学习机器学习的基础知识，并

不需要太高深的数学知识。能提前复习一下当然最好，等碰到不

明白的地方再去查资料可能也不会有什么问题。

真的吗？不过我会找时间简单地复习一下的。

绫乃很拼嘛。

学这个很有趣啊。

那你编程怎么样？

因为现在的工作也要编程，所以没问题。我很擅长的，我还有一

个自己的 Web 服务呢。

那我就放心了。既然你比我擅长编程，那我只能教你一些理论知

识了。机器学习常用的开发语言有 Python 和 R，如果有这两种语

言的使用经验，那就事半功倍了。
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我还没用过 Python 和 R……不过我有开发的底子，学习新的语言

对我来说应该不那么难。

当然，用 C 或 Ruby、PHP、JavaScript 也可以实现机器学习，

只是 Python 和 R 的机器学习库极其丰富，所以用的人比较多。

能够轻松地实现当然更好啦。啊，咖啡凉了。今天我们就聊到这

里吧。

好，下次我们再具体地聊一下。

好呀，谢谢！

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权



第2章

学习回归
基于广告费预测点击量

绫乃请美绪教她机器学习中常用的数学知识。 

她首先要学习的是“回归”。 

她们准备根据绫乃运营的 Web 服务的广告费数据来学习。 

那么，绫乃到底能不能理解回归呢？
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2.1 设置问题

我们就先一起来看一看回归吧。下面我们结合具体的例子来说。

好呀，具体的例子就像明天的午饭一样重要啊。

你这个比喻的意义我完全无法理解……不过例子确实很重要。对

了，我记得你说过你在运营一个 Web 服务？

是啊，当时是为了学习编程而建立的。用户可以通过它上传时装

照片，然后再分享给大家。除了编程我还能学到时尚的穿搭，真

挺不错的。

好像挺有意思的，我也有意用用了。

那太好了。不过现在的访问数还很少，我在想要不要发点广告什

么的，让更多的人知道这个服务。

这样啊。那好，我们就以 Web 广告和点击量的关系为例来学习回

归吧。

我对 Web 营销倒是挺感兴趣的，不过这和机器学习有关系吗？

先听我说完。为了简化问题，我们假设存在这样一个前提：投入

的广告费越多，广告的点击量就越高，进而带来访问数的增加。
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嗯，广告基本上就是这样的。

不过点击量经常变化，投入同样的广告费未必能带来同样的点击

量。根据广告费和实际点击量的对应关系数据，可以将两个变量

用下面的图展示出来（图 2-1）。图中的值是随便选的。

点
击
量

广告费100 200 300

200

400

600

800

图 2-1

原来如此。投入的广告费越多，点击量就越高。

那你看着这张图来回答一下（图 2-2）。如果花了 200 日元的广告

费，广告的点击量会是多少呢？

点
击
量

广告费100 200 300

200

400

600

800

大概在这里？

图 2-2
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这个问题太简单了！500 次左右吧？

对的，好厉害。

你不是在讽刺我吧……？（笑）

没有没有！刚才你不是根据现有的数据，在图上标出了“大概在

这里”了吗？

嗯，是呀。

这就是机器学习。你所做的事情正是从数据中进行学习，然后给

出预测值。接下来我们就要使用机器学习，像你刚才做的那样，

尝试进行根据广告费预测点击量的任务。

原来是这么回事。但是就算不使用机器学习，谁看到这张图都能

说出正确答案吧。

就像我一开始所说的，这是我们把问题设置得非常简单的缘故。

也就是投入的广告费越多，点击量就越高这个前提？

对。不过，实际要使用机器学习来解决的问题都会更复杂，很多

问题无法像这样画出图来。现在我们为了加深理解才用了这样一

个简单的例子，后面的例子会越来越难的。
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这样啊，现在的我对此还没有什么头绪……

2.2 定义模型

那如何应用机器学习呢？

把图想象为函数（图 2-3）。只要知道通过图中各点的函数的形式，

就能根据广告费得知点击量了。不过刚才我也说过，点击量经常变

化，这叫作“点击量中含有噪声”，所以函数并不能完美地通过所

有的点。

点
击
量

广告费100 200 300

200

400

600

800

图 2-3

莫非这个函数是一次函数？

没错，就是一次函数。初中的时候老师让你画过函数的图像吧？
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是啊，没少画，还挺怀念的。一次函数的表达式就是 y = ax + b，

其中 a 是斜率、b 是截距，对吧？

嗯，没错。只要确定了斜率和截距，一次函数的图像形状也就确

定了，所以接下来我们要看的就是 a 和 b。

原来是这样，我懂了。

考虑到后面的学习，我们得像下面这样定义一次函数的表达式，

不再使用 a 和 b。

(2.2.1)y = θ0 + θ1x

哇，突然变得很有数学风格了……这个 θ 是什么？

它读作“西塔”，就是接下来我们要去求的未知数。也有人管它叫

参数。

参数……那用 a 和 b 不也挺好的吗？为什么要特意用 θ 呢？

在统计学领域，人们常常使用 θ 来表示未知数和推测值。采用 θ

加数字下标的形式，是为了防止当未知数增加时，表达式中大量

出现 a、b、c、d…这样的符号。这样不但不易理解，还可能会出

现符号本身不够用的情况。

原来是这样，总之我现在把它们当作斜率和截距就没问题了对吧？
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对现在的例子来说没问题。还有，我想你应该知道，x 是广告费、

y 是点击量。

这两个没问题。

代入具体的值会有助于理解。比如我们设 θ0 = 1、θ1 = 2，那么

表达式 2.2.1 的 y = θ0 + θ1x会变成什么样的表达式呢？

代入就行了？这个简单。

y = 1 + 2x (2.2.2)

很好。接下来我们就向这个表达式中的 x代入具体的数值来计算 y。

好，那我就计算一下 x = 100 时 y 的值。

(2.2.3)

y = 1 + 2x

= 1 + 2× 100

= 201

这也就是说，在参数 θ0 = 1、θ1 = 2 的情况下，100 日元的广告费

带来的点击量为 201 左右。这个明白吗？

不对呀，看一下刚才的图（图 2-4），如果广告费为 100 日元，那

么点击量应该大于 400 呀？
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点
击
量

广告费100 200 300

200

400

600

800

应该大于 400呀？

x

y

图 2-4

是的，这说明我们刚才确定的参数 θ0 = 1、θ1 = 2 完全不正确。

接下来我们就要使用机器学习来求出正确的 θ0 和 θ1 的值。

原来是这么回事呀。

2.3 最小二乘法

道理我懂了，可是怎么求参数 θ 呢？

在讲这个之前，我们还是把前面的表达式 2.2.1 修改成这个样子吧。

fθ(x) = θ0 + θ1x (2.3.1)
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就是把 y 换成了 fθ(x)吗？这是为什么呀？

这样修改之后，我们就可以一眼看出这是一个含有参数 θ，并且和

变量 x相关的函数。而且，如果继续使用 y，后面可能会造成混乱。

好吧，那就按你说的来吧……

那我们就马上去求 θ 吧。现在我们手头有的是广告费及其相应点

击量的数据。

就是在刚才的图上画的那些点吧？

是啊。这些数据称为训练数据。我们将训练数据中的广告费代入

fθ(x)，把得到的点击量与训练数据中的点击量相比较，然后找出

使二者的差最小的 θ。

你等会儿！我不太理解你的意思……

那我具体举几个训练数据的例子（表 2-1），可能会有助于你理解。

表 2-1

广告费 x 点击量 y

58 374

70 385

81 375

84 401
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也就是这 4 个点吧（图 2-5）？

点
击
量

广告费100 200 300

200

400

600

800

x

y

这4个

图 2-5

是的。刚才我们随便确定了一个参数，得到了形式为 fθ(x) = 1 + 2x

fθ(x) = 1 + 2x的表达式 2.2.2，下面我们将广告费的值代入这个 fθ(x)中进行

计算。

代入广告费就行是吧……这样吗（表 2-2）？

表 2-2

广告费 x 点击量 y θ0= 1、θ1= 2时的fθ(x)

58 374 117

70 385 141

81 375 163

84 401 169

不错。刚才我们也聊到过，这种用随便确定的参数计算的值与实

际的值存在偏差。这个表 2-2 能让我们更确信这一点。
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也就是说表 2-2 中的 y 与 fθ(x)的值完全不同，对吧？

是的。不过，我们希望出现的最理想的情况是 y 与 fθ(x)的值一

致，这个明白吗？

嗯，fθ(x)就是为了研究 y 的值才建立的函数呀。

那么我们来思考一下，为了接近理想的情况要怎么做呢？

理想的情况就是二者一致，也就是 y = fθ(x)……

我们对你说的这个表达式稍做调整，让它变形为 y − fθ(x) = 0。

这就是说 y 和 fθ(x)之间的误差为 0。没有误差是最理想的情况。

我懂啦！我们的目标是让误差最小。可是，让所有点的误差都等

于 0 是不可能的吧？

是的，不可能让所有点的误差都等于 0。所以我们要做的是让所有

点的误差之和尽可能地小。

嗯，你说过点击量的数据中包含噪声，所以函数不能丝毫不差地

通过所有的点。

看一下这张图（图 2-6），这样表示是不是很容易理解了？图中的

虚线箭头表示训练数据的点和 fθ(x)图像的误差。
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点
击
量

广告费100 200 300

200

400

600

800

x

y

误差 的图像fθ(x) = 1 + 2x

图 2-6

清晰易懂。我们只要想办法缩小误差虚线的高度，就能预测正确

的点击量了。

我们来把刚才说的内容用表达式展现出来。假设有 n 个训练数据，

那么它们的误差之和可以用这样的表达式表示。这个表达式称为

目标函数，E(θ) 的 E 是误差的英语单词 Error 的首字母。

E(θ) =
1

2

n∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

(2.3.2)

提　示

关于
∑

（读作“西格玛”）的更多内容，请参考附录 A.1。

哇，一下子变得这么难……我还没有做好心理准备呀。

我会一个一个说明的，放心好了。首先，为了避免引起误解我先

说明一下：x(i) 和 y(i) 中的 i 不是 i 次幂的意思，而是指第 i 个训

练数据。

让我看一下表 2-2，x(1) 为 58 的时候 y(1) 等于 374，x(2) 为 70 的

时候 y(2) 等于 385，对吧？
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对的。
∑n

i=1 是求和符号，我们对每个训练数据的误差取平方之

后，全部相加，然后乘以 1
2。这么做是为了找到使 E(θ) 的值最小

的 θ。这样的问题称为最优化问题。

为什么要计算误差的平方呢？

如果只是简单地计算差值，我们就得考虑误差为负值的情况。比

如 fθ(x)的图像是这样的（图 2-7），你想一想这种情况下计算误差

之和会得到什么结果。

点
击
量

广告费100 200 300

200

400

600

800

x

y

fθ(x)

图 2-7

中间以左的误差是负数，以右的误差是正数，二者相加正负相抵，

我感觉结果会是接近 0 的数。

对吧？误差之和虽然为 0 了，但是很明显这个水平方向的 fθ(x)是

不对的。

原来如此。正数和负数的混合运算比较麻烦，所以为了让误差都

为正数，才计算它们的平方啊。那用绝对值计算是不是也行？就

像 |y − fθ(x)|这样。

虽然这样也没错，但是我们一般不用绝对值，而用平方。因为之

后要对目标函数进行微分，比起绝对值，平方的微分更加简单。
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微分……虽然在高中学过，但基本上全忘了……绝对值的微分很

难吗？

如果是绝对值，有的点不能计算，而且还必须分情况讨论，很麻

烦。关于微分，我们后面遇到的时候再讲吧。

那为什么整个表达式还要乘以 1
2 呢？

这也和之后的微分有关系，是为了让作为结果的表达式变得简单

而随便加的常数。这个也到时候再讲吧。

嗯，不过可以随便乘以一个常数吗？

嗯，对于最优化问题，这么做是没有问题的。比如，在 f(x) = x2

的函数图像中（图 2-8），使函数最小的 x 是什么呢？

x

y

0

f(x) = x2

图 2-8

当 x = 0 的时候最小。
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那么在刚才的图像上乘以 1
2（图 2-9），使函数f(x) = 1

2
x2 最小的 x是

什么呢？

x

y

0

f(x) =
1

2
x
2

图 2-9

同样还是当 x = 0 的时候最小！

只要乘以正的常数，函数的形状就会被横向压扁或者纵向拉长，

但函数本身取最小值的点是不变的。

我终于明白这个表达式的意思了。

我们实际来计算一下表达式 2.3.2中E(θ) 的值吧。设 θ0 = 1、θ1 = 2，

然后将刚才列举的 4 个训练数据代入表达式。求出来的误差有点

大……

(2.3.3)

E(θ) =
1

2

4∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

=
1

2
×

(
(374− 117)2 + (385− 141)2 + (375− 163)2 + (401− 169)2

)

=
1

2
× (66 049 + 59 536 + 44 944 + 53 824)

= 112 176.5

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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112 176.5？

112 176.5 这个值本身没有什么意义，我们要修改参数 θ，使这个值

变得越来越小。

让这个值变小，也就是让误差变小，对吧？

就是这样。这种做法称为最小二乘法。

2.3.1 最速下降法

要让 E(θ) 越来越小我是明白的，不过一边随意修改 θ 的值，一边

计算 E(θ) 并与之前的值相比较的做法实在是太麻烦了。

那样做的确很麻烦。所以我们要使用前面简单提到过的微分来求它。

提　示

关于微分的更多内容，请参考附录 A.2。

微分啊，基本不记得了。

微分是计算变化的快慢程度时使用的方法。你在学微分的时候，

有没有用增减表？
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增减表……这么说起来好像是用过。好令人怀念的话题啊。

我们用简单的例子来试一下吧。比如有一个表达式为 g(x) = (x− 1)2

g(x) = (x− 1)2 的二次函数（图 2-10），它的最小值是 g(x) = 0，出现在

x = 1 时。你知道这个二次函数的增减表是什么样的吗？

最小值

10 2 3−1 x

y

g(x) = (x − 1)2

图 2-10

首先要进行微分对吧？将 g(x)展开，有 (x− 1)2 = x2 − 2x + 1，

所以是这样微分吗？

(2.3.4)
d
dxg(x) = 2x− 2

嗯，微分结果就是这个。为了写出增减表，我们看一下导数的符号。

所谓导数，就是微分后的函数吧？只要看 2x− 2 的符号就行了，

所以增减表是这样的（表 2-3）。
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表 2-3

x的范围 d
dx

g(x)的符号 g(x)的增减

x < 1 − 

x = 1 0

x > 1 + 

很好。根据这张增减表我们可以知道，在 x < 1 时，g(x)的图形

向右下方延伸，反之当 x > 1 时，g(x)的图形向右上方延伸，换

句话说就是从左下方开始延伸的。

嗯，不管是看增减表，还是看 g(x)的图像，的确都是如此。

比如在 x = 3 这一点，为了使 g(x)的值变小，我们需要向左移动

x，也就是必须减小 x（图 2-11）。

最小值

10 2 3−1 x

y

g(x) = (x − 1)2

图 2-11

如果是在另一侧的 x = −1 这一点，为了使 g(x)的值变小，我们

需要向右移动 x，也就是必须增加 x（图 2-12）。
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10 2 3−1

最小值

x

y

g(x) = (x − 1)2

图 2-12

是不是要根据导数的符号来决定移动 x 的方向？

没错。只要向与导数的符号相反的方向移动 x，g(x)就会自然而

然地沿着最小值的方向前进了。

我明白了。参数会自动更新，这太方便了。

我们把刚才说的内容用表达式展示出来，就是这样的。这也被称

为最速下降法或梯度下降法。

x := x− η
d
dxg(x)

(2.3.5)

你可能还不熟悉 A := B 这种写法，它的意思是通过 B 来定义 A。
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拿表达式 2.3.5 来说就是用上一个 x 来定义新的 x，是这样的吧？

没错。

η 是什么？

它是称为学习率的正的常数，读作“伊塔”。根据学习率的大小，

到达最小值的更新次数也会发生变化。换种说法就是收敛速度会

不同。有时候甚至会出现完全无法收敛，一直发散的情况。

稍等！这里我又不明白了……

我们再代入具体的值看一看。比如 η = 1，从 x = 3 开始，那么 x

会如何变化呢？

我算算看。g(x)的微分是 2x− 2，那么更新表达式就是 x := x− η(2x− 2)

x := x− η(2x− 2) 对吧？我就用这个表达式计算了（图 2-13）。

(2.3.6)

x := 3− 1(2× 3− 2) = 3− 4 = −1

x := −1− 1(2×−1− 2) = −1 + 4 = 3

x := 3− 1(2× 3− 2) = 3− 4 = −1
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10 2 3−1 x

y

g(x) = (x − 1)2

最小值

图 2-13

欸？怎么一直在 3 和 −1 上跳来跳去啊，这不就陷入了死循环吗？

那设 η = 0.1，同样从 x = 3 开始，会怎么样呢？

小数的计算有点麻烦，四舍五入并保留两位小数后再计算也没问

题吧？我试试（图 2-14）。

(2.3.7)

x := 3− 0.1× (2× 3− 2) = 3 − 0.4 = 2.6

x := 2.6− 0.1× (2× 2.6− 2) = 2.6− 0.3 = 2.3

x := 2.3− 0.1× (2× 2.3− 2) = 2.3− 0.2 = 2.1

x := 2.1− 0.1× (2× 2.1− 2) = 2.1− 0.2 = 1.9

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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10 2 3−1 x

y

最小值

g(x) = (x − 1)2

图 2-14

这次渐渐接近 x = 1 了，只是速度好慢啊……真让人着急。

就是这样。如果 η 较大，那么 x := x− η(2x− 2) 会在两个值上跳

来跳去，甚至有可能远离最小值。这就是发散状态。而当 η 较小

时，移动量也变小，更新次数就会增加，但是值确实是会朝着收

敛的方向而去。

原来是这么回事啊，我现在非常明白了。

那我们回过头来看一下目标函数 E(θ)。还记得目标函数的表达

式吗？

你是说表达式 2.3.2 吗？

E(θ) =
1

2

n∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

(2.3.8)
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是的。这个目标函数和刚才例子中的 g(x)同样是开口向上的形状，

所以刚才讨论的内容也同样适用于它。不过这个目标函数中包含

fθ(x)，从表达式 2.3.1 又可以看出，fθ(x)拥有 θ0 和 θ1 两个参数。

也就是说这个目标函数是拥有 θ0 和 θ1 的双变量函数，所以不能用

普通的微分，而要用偏微分。如此一来，更新表达式就是这样的。

θ0 := θ0 − η
∂E

∂θ0

θ1 := θ1 − η
∂E

∂θ1 (2.3.9)

我感觉开始变难了……表达式 2.3.5 的 g(x)变成了 E，然后要用偏

微分对吧？

提　示

关于偏微分的更多内容，请参考附录 A.3。

是的。下面我们实际地计算一下偏微分。首先从表达式 2.3.9 的 θ0

的偏微分表达式开始。绫乃，这个你会吗？

这个……欸，E 中怎么没有 θ0 啊？啊，对了，θ0 在 fθ(x)里面呢。

还得去展开平方，好像很难呀……

正面去突破它是很麻烦的，我们可以使用复合函数的微分。就像

你刚才说的，E(θ) 中有 fθ(x)，而 fθ(x)中又有 θ0，所以我们可以

这样分别去考虑它们。

(2.3.10)

u = E(θ)

v = fθ(x)

提　示

关于复合函数的更多内容，请参考附录 A.4。
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然后再像这样阶梯性地进行微分。

(2.3.11)

∂u

∂θ0
=

∂u

∂v
· ∂v

∂θ0

原来这就是复合函数的微分。那我先从 u 对 v 微分的地方开始计

算。把函数展开后再分别求微分就行了吧？

∂u

∂v
=

∂

∂v

(
1

2

n∑
i=1

(
y(i) − v

)2
)

=
1

2

n∑
i=1

(
∂

∂v

(
y(i) − v

)2
)

=
1

2

n∑
i=1

(
∂

∂v

(
y(i)

2

− 2y(i)v + v2
))

=
1

2

n∑
i=1

(
− 2y(i) + 2v

)

=
n∑

i=1

(
v − y(i)

)
(2.3.12)

在最后一行，常数与 1
2 相抵消了，微分后的表达式变简单了吧？

这就是一开始乘以 1
2 的理由。

原来是这么回事啊。表达式确实变整洁了。下面就是 v 对 θ0 进行

微分的部分了。
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∂v

∂θ0
=

∂

∂θ0
(θ0 + θ1x)

= 1 (2.3.13)

做得不错。接下来只要依照复合函数的微分表达式 2.3.11 将各部

分的结果相乘，就可以得到对 θ0 进行微分的结果了。对了，不要

忘了把表达式 2.3.12 中的 v 替换回fθ(x)。

让各部分相乘，是这样吗？

(2.3.14)

∂u

∂θ0
=

∂u

∂v
· ∂v

∂θ0

=
n∑

i=1

(
v − y(i)

)
· 1

=
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)

计算正确！接下来再算一下对 θ1 进行微分的结果吧。

也就是解出这个表达式对吧？我试试看。

∂u

∂θ1
=

∂u

∂v
· ∂v

∂θ1 (2.3.15)

u 对 v 微分的部分与表达式 2.3.12 完全相同，所以这次只要计算 v

对 θ1 微分的部分就行了。
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嗯，仔细想想确实是这样。v 对 θ1 微分……是这样吗？

∂v

∂θ1
=

∂

∂θ1
(θ0 + θ1x)

= x (2.3.16)

对的。那最终 u 对 θ1 微分的结果是什么样的呢？

是这样的。

∂u

∂θ1
=

∂u

∂v
· ∂v

∂θ1

=
n∑

i=1

(
v − y(i)

)
· x(i)

=
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x(i)

(2.3.17)

正确！所以参数 θ0 和 θ1 的更新表达式就是这样的，这里没问题吧？

θ0 := θ0 − η

n∑
i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)

θ1 := θ1 − η
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x(i)

(2.3.18)
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嗯，这个表达式看起来好复杂啊。只要根据这个表达式来更新 θ0

和 θ1，就可以找到正确的一次函数 fθ(x)了吗？

是的。用这个方法找到正确的 fθ(x)，然后输入任意的广告费，就

可以得到相应的点击量。这样我们就能根据广告费预测点击量了。

仅仅是为了找到这么简单的一次函数就费了很多事……而且这个

过程也不是很有意思。

一开始我就说过，为了便于说明我简化了问题，也许是因为这个

你才没能感受到其中的妙处。我们去看看难一些的问题吧。

我有点累了，想休息一下。我们一起吃甜甜圈吧！

好呀。

2.4 多项式回归

好好吃！

很好吃吧？我最喜欢甜食了。哎，咱们要接着讲回归对吗？

是啊。我们将刚才关于回归的话题再稍微扩展一下吧。
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这样难度又会突然加大吧……

只要刚才讲的内容你都理解了，就不会觉得接下来要讲的很难了。

还记得我们定义的用于预测的一次函数吗？

表达式 2.3.1 吗？记得，它是这样的。

fθ(x) = θ0 + θ1x (2.4.1)

没错。因为是一次函数，所以它的图像是直线（图 2-15）。

点
击
量

广告费100 200 300

200

400

600

800

x

y

图 2-15

嗯，确实是直线。刚才我们用微分求出了这个函数的斜率和截距。

对。不过，对于一开始我在图中添加的数据点来说，其实曲线比

直线拟合得更好（图 2-16）。
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点
击
量

广告费100 200 300

200

400

600

800

x

y

图 2-16

的确是这样！曲线看起来更拟合数据。

我们把 fθ(x)定义为二次函数，就能用它来表示这条曲线了。

fθ(x) = θ0 + θ1x+ θ2x
2

(2.4.2)

对哦。确实学过二次函数是曲线。

或者用更大次数的表达式也可以。这样就能表示更复杂的曲线了。

fθ(x) = θ0 + θ1x+ θ2x
2 + θ3x

3 + · · ·+ θnx
n

(2.4.3)

这个好厉害啊。我们可以随便决定 fθ(x)是什么样的函数吗？

嗯，不过对于要解决的问题，在找出最合适的表达式之前，需要

不断地去尝试。
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不是函数次数越大，拟合得越好吗？

虽然次数越大拟合得越好，但难免也会出现过拟合的问题。现在

说这个就有些跑题了，我们等一会儿再说它吧。

果然，世上的事情都不是那么简单的呀……

回到刚才二次函数的话题。我们增加了 θ2 这个参数，你知道 θ2 更

新表达式的推导方法吗？

和之前一样，用目标函数对 θ2 偏微分就能求出来了吧？

没错！和之前一样，设u = E(θ)、v = fθ(x)，然后试着用 u 对 θ2

偏微分，求出更新表达式。

u 对 v 微分的部分应该是一样的，所以我们只要求 v 对 θ2 的微分

就行了吧？

(2.4.4)

∂v

∂θ2
=

∂

∂θ2

(
θ0 + θ1x+ θ2x

2
)

= x2

嗯，不错。最终的参数更新表达式是这样的。
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θ0 := θ0 − η
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)

θ1 := θ1 − η
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x(i)

θ2 := θ2 − η

n∑
i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x(i)2

(2.4.5)

那么即使增加参数，比如有 θ3、θ4 等，我们依然可以用同样的方

法求出它们的更新表达式吗？

是的。像这样增加函数中多项式的次数，然后再使用函数的分析

方法被称为多项式回归。

之前我还以为会很难，都有些紧张了……现在放心多了。

2.5 多重回归

关于回归还有些内容，我们一口气把它说完吧。

这次难度要上升了吧……

之前我们是根据广告费来预测点击量的。
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嗯，是以这个为前提的。

但是，实际中要解决的很多问题是变量超过 2 个的复杂问题。

你的意思是对于那种问题，要用到刚才讲多项式回归时提到的 x2

和 x3 等多次项吗？

不是哦。多项式回归问题中确实会涉及不同次数的项，但是使用

的变量依然只有广告费一项。

欸，是这样吗？你说的我有点不明白啊。

我们稍微扩展一下之前设置的问题吧。之前只是根据广告费来预

测点击量，现在呢，决定点击量的除了广告费之外，还有广告的

展示位置和广告版面的大小等多个要素。

啊，我懂了。原来你说变量超过 2 个是这个意思。

不过之前变量只有广告费，所以我们还可以用图来展示，现在变

量达到了 3 个以上，就无法可视化了。后面我们也就无法画出图

像了。

欸，想不出接下来要做什么……

不过只要好好理解了之前讲过的内容，那么即使变量增加了，也

不会变得很难哦。
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相信自己的实力！我一定会跟上的……

为了让问题尽可能地简单，这次我们只考虑广告版面的大小，设

广告费为 x1、广告栏的宽为 x2、广告栏的高为 x3，那么 fθ 可以

表示如下，这里有没有问题？

fθ(x1, x2, x3) = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + θ3x3 (2.5.1)

函数接收的变量之前只有 1 个 x，现在增加到 3 个了。只有这一点

变化，所以我没有问题。

那这个时候，该如何去求参数 θ0, · · · , θ3 呢？

分别求目标函数对 θ0, · · · , θ3 的偏微分，然后更新参数就行了吧？

没错！看来你已经熟悉这套做法了。

哎哟～这次也挺简单的，太好了。那么流程上接下来要做的就是

实际去求偏微分了吧？

这个还得等一下，我们可以先试着简化表达式的写法。

表达式的写法？什么意思？
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刚才我们说有 x1、x2、x3 共 3 个变量，下面我们把它推广到有 n

个变量的情况。这时候 fθ 会变成什么样子呢？

只要写出 n 个变量就行了吧，这样对吗？

fθ(x1, · · · , xn) = θ0 + θ1x1 + · · ·+ θnxn (2.5.2)

嗯，对的。不过每次都像这样写 n 个 x 岂不是很麻烦？所以我们

还可以把参数 θ 和变量 x 看作向量。

提　示

关于向量的更多内容，请参考附录 A.5。

我记得向量有大小和方向，并要用箭头来表示。这里要用到它吗？

嗯，不过这次跟箭头没有关系。我们想要做的只是把 θ 和 x 用列

向量来定义而已。你知道列向量吗？

列向量是这样定义的吧？我记得向量的符号要用黑体。

(2.5.3)

θ =




θ0
θ1
θ2
...
θn




x =




x1

x2

...
xn






第
3

章
第
4

章
第
5

章
附
 
录

第
2

章
第
1
章

49

对！你还记得要用黑体，真厉害。不过有一点很可惜，你写的 θ

和 x 的维度不同，处理起来会很麻烦。

你这么说我也没办法改呀，我已经把该写的符号都写上了……

向量的元素不一定全都是符号哦，可以这样修改你写的向量。

(2.5.4)

θ =




θ0
θ1
θ2
...
θn




x =




1

x1

x2

...
xn




欸，可以随便加上 1 吗？

等到开始计算时你就明白了，像这样一开始就加上 1 反而更自然。

θ 的下标是从 0 开始的，为了与其相配合，设 x0 = 1，让 x 的第

一个元素为 x0 会更加整齐。

(2.5.5)

θ =




θ0
θ1
θ2
...
θn




x =




x0

x1

x2

...
xn




(x0 = 1)

嗯，维度和下标都相同了，确实整齐了……
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那么，把 θ 转置之后，计算一下它与 x 相乘的结果吧。

也就是计算 θTx 吧？把二者相应的元素相乘，然后全部加起来。

(2.5.6)θTx = θ0x0 + θ1x1 + θ2x2 + · · ·+ θnxn

这个表达式应该见过吧？注意一下 x0 = 1 的部分。

这不就是刚才的表达式 2.5.2 吗？！

是的。也就是说，之前用多项式表示的 fθ，可以像这样用向量来

表示。虽然我们说的是向量，但实际在编程时只需用普通的一维

数组就可以了。

(2.5.7)fθ(x) = θTx

哇，表达式变得好简单啊！刚才你说要简化表达式的写法，原来

是这么回事啊。

是的。接下来我们就使用 fθ(x)来求参数更新表达式吧，方法与之

前一样。

好的。使用向量……欸？使用向量又该怎么求呢？

设 u = E(θ)、v = fθ(x)的部分是一样的。为了一般化，我们可以

考虑对第 j 个元素 θj 偏微分的表达式。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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(2.5.8)

∂u

∂θj
=

∂u

∂v
· ∂v

∂θj

我懂了。u 对 v 微分的部分是一样的，所以只需要求 v 对 θj 的微

分就好了。这样做对吗？

(2.5.9)

∂v

∂θj
=

∂

∂θj
(θTx)

=
∂

∂θj
(θ0x0 + θ1x1 + · · ·+ θnxn)

= xj

不错！那么第 j 个参数的更新表达式就是这样的。

(2.5.10)θj := θj − η
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j

之前还给每个 θ 都写了更新表达式呢，原来它们可以汇总为一个

表达式啊。好厉害！

像这样包含了多个变量的回归称为多重回归。你觉得难不难？

我想象中应该是更难的，但现在来看似乎没问题！表达式汇总为

一个后就变得简单了，这太好了。

可以基于一般化的思路来思考问题正是数学的优点。
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对了，所谓的最速下降法就是对所有的训练数据都重复进行计算

对吧？你说过现在可以收集大量的数据，但是训练数据越多，循

环次数也就越多，那么计算起来不就非常花时间了吗？

果然是平时在工作中就会编程的人，非常注重效率。

对呀，仅仅是能跑起来可不行。

正如你所说，计算量大、计算时间长是最速下降法的一个缺点。

果然如此，那么没有效率更高一些的算法吗？

当然有了。

2.6 随机梯度下降法

我们最后就来看一下随机梯度下降法这个算法吧。

这是一个效率高的算法吗？
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嗯。不过在介绍它之前，还要说一下，最速下降法除了计算花时

间以外，还有一个缺点。

欸，还有缺点？

嗯，那就是容易陷入局部最优解。

这是什么意思呀？

在讲解回归时，我们使用的是平方误差目标函数。这个函数形式

简单，所以用最速下降法也没有问题。现在我们来考虑稍微复杂

一点的，比如这种形状的函数（图 2-17）。

最小值 x

y

图 2-17

这个函数怎么看起来软绵绵的……

用最速下降法来找函数的最小值时，必须先要决定从哪个 x 开始

找起。之前我用 g(x) 说明的时候是从 x = 3 或者 x = −1 开始的，

还记得吗？

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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你这么一说我想起来了。不过为什么要从 3 或者 −1 开始找呢？

那是为了讲解，我随便选的。

这样啊，那实际去解决问题时，也可以随便选个初始值吗？

选用随机数作为初始值的情况比较多。不过这样每次初始值都会

变，进而导致陷入局部最优解的问题。

我还是不太明白这是什么意思……

我们假设这张图中标记的位置就是初始值（图 2-18）。

最小值

从这里开始

x

y

图 2-18

啊，我好像有点明白了。从这个点开始找，似乎可以求出最小值。
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那你说说，什么情况下反而求不出最小值呢？

是不是把这里作为初始值的情况（图 2-19）？好像没计算完就会

停止。

最小值

从这里开始在这里停止

x

y

图 2-19

没错。这就是陷入局部最优解。

这个算法虽然简单，但是容易发生各种问题呀。这可是你花费了

这么多时间教给我的算法，太遗憾了。

没事儿，最速下降法也不会白学，随机梯度下降法就是以最速下

降法为基础的。

是这样啊。

你还记得最速下降法的参数更新表达式吗？

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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嗯，就是表达式 2.5.10 吧？

(2.6.1)θj := θj − η

n∑
i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j

对。这个表达式使用了所有训练数据的误差，而在随机梯度下降

法中会随机选择一个训练数据，并使用它来更新参数。这个表达

式中的 k 就是被随机选中的数据索引。

(2.6.2)θj := θj − η
(
fθ(x

(k))− y(k)
)
x
(k)
j

∑
变没啦。

最速下降法更新 1 次参数的时间，随机梯度下降法可以更新 n 次。

此外，随机梯度下降法由于训练数据是随机选择的，更新参数时

使用的又是选择数据时的梯度，所以不容易陷入目标函数的局部

最优解。

随机选择训练数据来学习这种做法看起来有些敷衍，真的能找到

答案吗？

虽然有些不可思议，但实际上的确会收敛。

真是不可思议……

我们前面提到了随机选择 1 个训练数据的做法，此外还有随机选

择 m 个训练数据来更新参数的做法。
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这样啊，那具体选择几个是可以由自己决定的吧？

嗯，设随机选择 m 个训练数据的索引的集合为 K，那么我们这样

来更新参数。

(2.6.3)θj := θj − η
∑
k∈K

(
fθ(x

(k))− y(k)
)
x
(k)
j

提　示

关于
∑

k∈K
的更多内容，请参考附录 A.1。

假设训练数据有 100 个，那么在 m = 10 时，创建一个有 10 个随

机数的索引的集合，例如 K = {61, 53, 59, 16, 30, 21, 85, 31, 51, 

10}，然后重复更新参数就行了吗？

就是这样。这种做法被称为小批量（mini-batch）梯度下降法。

这像是介于最速下降法和随机梯度下降法之间的方法。

不管是随机梯度下降法还是小批量梯度下降法，我们都必须考虑

学习率 η。把 η 设置为合适的值是很重要的。

那学习率是如何决定的呢？也是随意决定的吗？

这是一个很难的问题。可以通过反复尝试来找到合适的值，不过，

除此之外还有几个办法，你可以研究一下，我觉得会很有意思。
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好呀。不过今天我学到了好多东西，现在有点累了……等我实现

的时候要是碰到了问题再去研究好了。

也好。还没开始做就什么都往脑子里塞，会把头撑破的。

是啊，谢谢你！

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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学习分类
基于图像大小进行分类

今天，绫乃请美绪教她关于“分类”的知识。

绫乃想对时装的照片进行分类，她能不能做到呢？

这一章会出现较难的术语，不过美绪会耐心讲解的，

大家和绫乃一起来学习吧。
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3.1 设置问题

那今天我们就来看一下分类吧。和讲解回归的时候一样，我将结

合具体的例子来讲，没问题吧？

好的好的。具体的例子就像我将来的男朋友一样重要！

又是一个让人摸不着头脑的比喻……好吧，那我们从哪儿讲起呢？

对了，我花了一点儿钱打广告之后，我的 Web 网站的访问数就增

加了。现在网站上积累了许多时装照片，所以我们就从时装照片

的分类开始讲怎么样？

图像是高维度数据，贸然开始处理会有点难啊……

啊……好吧。好不容易积累了照片，本来想用起来的……

这样吧，我们不去考虑图像本身的内容，只根据尺寸把它分类为

纵向图像和横向图像，你看怎么样？

把图像分成两种类别……这就是二分类问题吧？

没错。只要看一眼图像尺寸，马上就可以知道它是纵向的还是横

向的。我觉得这种难度的问题适合作为第一个例子。
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简单的问题当然很好，不过如果太简单，会不会就没有挑战的乐

趣了？

我懂你的意思。这个问题虽然很简单，却很适合用来介绍分类，

所以放心好了。

好的，那我就洗耳恭听了。

你看这张图像是纵向的还是横向的（图 3-1）？

150 px

80 px

图 3-1

当然是纵向的。

那这个呢（图 3-2）？
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图 3-2

160 px

50 px

横向的。

也就是说，我们现在有了两个这样的训练数据（表 3-1）。

表 3-1

宽 高 形状

80 150 纵向

160 50 横向

原来如此，高和宽的部分是数据，形状的部分是标签。

是的。设 x 轴为图像的宽、y 轴为图像的高，那么把训练数据展现

在图上就是这样的（图 3-3），没问题吧？

160 宽

50

150

高

80

80 × 150
（纵向）

160 × 50
（横向）

图 3-3
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白色的点是纵向图像，黑色的点是横向图像，对吧？嗯……意思

我大概懂了。

很棒。不过，只有两个训练数据确实太少了，再增加一些数据吧

（表 3-2）。

表 3-2

宽 高 形状

80 150 纵向

60 110 纵向

35 130 纵向

160 50 横向

160 20 横向

125 30 横向

这些数据在图上就是这样的吧（图 3-4）？

80 × 150

160 × 50

160 × 20
125 × 3060 × 110

35 × 130

宽

高

图 3-4

嗯，很好。如果只用一条线将图中白色的点和黑色的点分开，你

觉得这条线该怎么画？
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那肯定要这样画了（图 3-5）。

宽

高

图 3-5

是的。这次分类的目的就是找到这条线。

原来是这样。只要找到这条线，就可以根据点在线的哪一边来判

断图像是横向还是纵向的了。

3.2 内积

找到一条线，这也就意味着我们要像学习回归时那样，求出一次

函数的斜率和截距吧？

不是的，这个又不一样了。
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欸，不是吗？这条线看起来也像是有截距和斜率的一次函数啊……

但这次的目的是找出向量哦。

啊，向量又出现了……

提　示

关于向量和内积（后面会讲到）的更多内容，请参考附录 A.6。

分类用图形来解释更容易理解，所以把它想象为有大小和方向的、

带箭头的向量比较好。

我没听懂什么意思，再详细讲一下吧。

刚才你画的那条线，是使权重向量成为法线向量的直线。设权重

向量为 w，那么那条直线的表达式就是这样的。

w · x = 0 (3.2.1)

啊，越来越难了……权重向量到底是什么？这个表达式的意思我

也完全不理解……

权重向量就是我们想要知道的未知参数，w 是权重一词的英

文——weight 的首字母。上次学习回归时，我们为了求未知参数

θ 做了很多事情，而 w 和 θ 是一样的。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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所以它们都是参数，只是叫法不同。

嗯。表达式 3.2.1 是两个向量的内积，你知道内积吗？

我倒是记得内积的计算方法……

实向量空间的内积是各相应元素乘积的和，所以刚才的表达式也

可以写成这样。

(3.2.2)

w · x =
n∑

i=1

wixi = 0

对对，内积是这样算的。现在要考虑的是有宽和高的二维情况，

所以 n = 2 就可以了吧？

是的，下面具体地展开
∑

符号。

w · x = w1x1 + w2x2 = 0 (3.2.3)

嗯，这里我懂了。还有，我记得法线是垂直的呀？

提　示

关于法线的更多内容，请参考附录 A.6。
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是的。法线是与某条直线相垂直的向量。当你哪里不明白时，代

入具体的值来看一下就容易理解了。比如我们设权重向量为

w = (1, 1)，那么刚才的内积表达式会变成什么样呢？

只要代入就好了对吧？是这样吗？

(3.2.4)

w · x = w1x1 + w2x2

= 1 · x1 + 1 · x2

= x1 + x2 = 0

是的。移项变形之后，表达式变成 x2 = −x1 了。这就是斜率为

−1 的直线（图 3-6）。

x2

x1

x2 = −x1

图 3-6

啊，原来内积表达式表示的是这样的直线呀。

是的哦。在这张图上再画上刚才确定的权重向量 w = (1, 1) 就更

容易理解了（图 3-7）。
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(1, 1)

x2

x1

x2 = −x1

图 3-7

权重向量 w 和这条直线是垂直的！

这就是“使权重向量成为法线向量的直线”在图形上的解释。大

概懂了吧？

嗯，有意思。说到图形上的解释，我想起了用向量之间的夹角 θ

和 cos 计算内积的表达式……好像是这样的。

w · x = |w| · |x| · cos θ (3.2.5)

这是内积的另一个表达式。用这个表达式也没有问题。表达式中

的 |w| 和 |x| 是向量的长，因此必定是正数。所以要想使内积为

0，只能使 cos θ = 0。要想使 cos θ = 0，也就意味着 θ = 90◦ 或

θ = 270◦。这两种情况也是直角。

原来如此。像这样与w成直角的向量有很多，它们连成了一条直线。

从不同的角度去看会非常有意思，而且这么做也会加深我们的

理解。
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最终找到与我画的直线成直角的权重向量就行了吗（图 3-8）？

宽

高

权重向量

图 3-8

是的。当然，一开始并不存在你画的那种直线，而是要通过训练

找到权重向量，然后才能得到与这个向量垂直的直线，最后根据

这条直线就可以对数据进行分类了。

3.3 感知机

具体要如何求出权重向量呢？

基本做法和回归时相同：将权重向量用作参数，创建更新表达式来

更新参数。接下来，我要说明的就是被称为感知机（perceptron）

的模型。

感知机！我在上网搜索机器学习的时候见过，感觉这个名字好酷啊。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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入门知识里经常会提到它。感知机是接受多个输入后将每个值与

各自的权重相乘，最后输出总和的模型。人们常用这样的图来表

示它（图 3-9）。

x0

x1

x2

w0

w1

w2

w · x

图 3-9

原来是向量间的内积呀。这张图我好像也见过。

这次我准备从图形的角度来讲解它。我觉得这样更直观、更易于

理解。

这样啊。只要我能理解，你怎么讲都行。

另外，感知机是非常简单的模型，基本不会应用在实际的问题中。

但它是神经网络和深度学习的基础模型，所以记住它没坏处。

啊，原来它是那个深度学习的基础模型呀。等掌握了机器学习的

基础知识以后，我还想学深度学习。到时候再教教我呀。

没问题！不过有点跑题了，我们还是先来详细了解一下感知机吧。

感知机的参数更新表达式是什么样的呢？



第
3

章
第
4

章
第
5

章
附
 
录

第
2

章
第
1
章

71

在介绍参数更新表达式之前，我们最好做一些准备工作，我还是

先讲一下这部分吧。

哦，好像还挺麻烦的……

3.3.1 训练数据的准备

首先是训练数据。设表示宽的轴为 x1、表示高的轴为 x2，用 y 来

表示图像是横向还是纵向的，横向的值为 1、纵向的值为 −1。这

些都没问题吧？

没问题。画成表就是这样的吧（表 3-3）？

表 3-3

图像大小 形状 x1 x2 y

80 × 150 纵向 80 150 −1

60 × 110 纵向 60 110 −1

35 × 130 纵向 35 130 −1

160 × 50 横向 160 50 1

160 × 20 横向 160 20 1

125 × 30 横向 125 30 1

很好。接下来，根据参数向量 x 来判断图像是横向还是纵向的函

数，即返回 1 或者 −1 的函数 fw(x)的定义如下。这个函数被称为

判别函数。

(3.3.1)

fw(x) =

{
1 (w · x ⩾ 0)

−1 (w · x < 0)
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也就是说，这是根据内积的符号来给出不同返回值的函数吗？这

样就可以判断图像是横向还是纵向的了？

一起来思考一下吧。比如，与权重向量 w 的内积为负的向量 x 是

什么样的向量呢？用图形来解释更容易理解，所以我们利用这个

包含 cos 的表达式来思考。

w · x = |w| · |x| · cos θ (3.3.2)

内积为负的向量……刚才美绪说 |w| 和 |x| 必定为正数，所以决定

内积符号的是 cos θ 吧？

是的，你学得很好嘛。那么回忆一下 cos θ 的图，它什么时候为

负呢？

cos θ 的图是这样的（图 3-10）。

360◦270◦180◦

1

0

−1

90◦0◦

cos θ

θ

图 3-10

在 90◦ < θ < 270◦ 的时候 cos θ 为负？
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回答正确！那么这时候的向量在图形上处于什么位置呢？

与权重向量 w 之间的夹角为 θ，在 90◦ < θ < 270◦ 范围内的所有

向量都符合条件……所以是不是就在这条直线下面、与权重向量

方向相反的这个区域（图 3-11）？

内积为负的向量

x2

x1

图 3-11

没错！既然这个都知道了，那么使内积为正的向量也知道了吧？

就是与负的区域相反的区域（图 3-12），对吧？

内积为正的向量

x2

x1

图 3-12
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没错。能像这样在大脑中具体地想象出来也是很重要的。

原来可以根据内积的正负来分割呀，好厉害。

内积是衡量向量之间相似程度的指标。结果为正，说明二者相似；

为 0 则二者垂直；为负则说明二者不相似。

内积原来是这个意思……学校里我可能也学过，不过全忘了。

不用就会忘的。

3.3.2 权重向量的更新表达式

准备工作到此就结束了。在这个基础上，我们可以这样定义权重

向量的更新表达式。

w :=

{
w + y(i)x(i) (fw(x

(i)) ̸= y(i))

w (fw(x
(i)) = y(i)) (3.3.3)

i 在介绍回归的时候也出现过，它指的是训练数据的索引，而不是

i 次方的意思，这一点一定要注意。用这个表达式重复处理所有训

练数据，更新权重向量。

啊，感觉又是一个乱七八糟的表达式嘛……
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突然遇到看不懂的表达式时，先不要慌。虽然表达式整体看上去

乱七八糟的，但是一部分一部分分解来看就不那么难了。好好地

想清楚各部分的含义，再慢慢理解整体含义就好了。之前我们不

也是这么做的吗？

好吧，你说得有道理。那我们先从表达式括号中的 fw(x(i)) ̸= y(i)

开始看吧？

好啊。你觉得这个表达式是什么意思？

通过判别函数对宽和高的向量 x 进行分类的结果与实际的标签 y

不同？也就是说，判别函数的分类结果不正确。

对对对，是这个意思。那另外一个 fw(x(i)) = y(i) 呢？

这个的意思就是判别函数的分类结果是准确的。

这也就是说，刚才的更新表达式只有在判别函数分类失败的时候

才会更新参数值。

啊，对呀。分类成功的时候是直接代入 w 的，所以什么都没有变。

对的。那接下来看一下分类失败时的更新表达式吧。

w := w + y(i)x(i)吗？我不太明白它的含义……
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光看这个表达式的话是会觉得很难。一边把学习过程实际地画在

图上，一边去考虑它的含义可能就容易理解了。首先在图上随意

画一个权重向量和直线吧。

随意画权重向量？那我就随意画了，像这样朝向左下方的也行吗

（图 3-13）？

x2

x1

w

图 3-13

嗯，可以的。权重向量是通过随机值来初始化的，你刚才随意画

的那个向量就可以是初始向量。

就像我们在回归时随意确定初始值一样啊。

在这个状态下，假设第一个训练数据是 x(1) = (125, 30)（图 3-14），

首先我们就用它来更新参数吧。
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x2

x1

x(1)125 × 30

w

图 3-14

这是表 3-3 列举的训练数据中的一个吧？标签是 1，它表示图像是

横向的（表 3-4）。

表 3-4

图像大小 形状 x1 x2 y

125 × 30 横向 125 30 1

是的。现在权重向量 w 和训练数据的向量 x(1) 二者的方向几乎相

反，w 和 x(1) 之间的夹角 θ 的范围是 90◦ < θ < 270◦ ，内积为负。

也就是说，判别函数 fw(x(1)) 的分类结果为 −1。到这里有没有

问题？

没有问题。训练数据 x(1) 的标签 y(1) 是 1，所以 fw(x(1)) ̸= y(1)

说明分类失败。

那我们在这里应用刚才的更新表达式。现在 y(1) = 1，所以更新表

达式是这样的，其实就是向量的加法。

w + y(1)x(1) = w + x(1) (3.3.4)

向量的加法而已，这个我没问题。w + x(1) 是这样的吧（图 3-15）？

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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w

x2

x1

x(1)125 × 30

w+ x(1)

图 3-15

是的。这个 w + x(1) 就是下一个新的 w，画一条与新的权重向量

垂直的直线，相当于把原来的线旋转了一下（图 3-16）。

w

x2

x1

w+ x(1)

图 3-16

真的是这样！刚才x(1) 与权重向量分居直线两侧，现在它们在同

一侧了（图 3-17）。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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x2

x1

w+ x(1)

x(1)125 × 30

图 3-17

嗯，这次 θ < 90◦，所以内积为正，判别函数 fw(x)的分类结果为

1。而且x(1) 的标签也为 1，说明分类成功了。

原来是这样更新参数的权重向量呀。

刚才处理的是标签值 y = 1的情况，而对于 y = −1的情况，只是

更新表达式的向量加法变成了减法而已，做的事情是一样的。

也就是说，虽然有加法和减法的区别，但它们的做法都是在分类

失败时更新权重向量，使得直线旋转相应的角度？

是的。像这样重复更新所有的参数，就是感知机的学习方法。

我想用这个感知机来试试对时装的照片进行分类。

照片的分类啊……遗憾地告诉你，这可能做不到哦。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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3.4 线性可分

这样呀……是因为感知机只是简单的模型吗？

是的。感知机非常简单又容易理解，但相应地，缺点也有很多。

真是应了那句老话，世界上没有免费的午餐……

倒是可以这么说……不过学习了感知机并不会白学啊。理解它的

基本内容，并知道这种方法的优缺点也是很重要的。

感知机的缺点是什么？

最大的缺点就是它只能解决线性可分的问题。

什么是线性可分？

刚才我们尝试的是用直线对训练数据进行分类，现在假设有下面

这张图里的数据（图 3-18），其中圆点为 1，叉号为 −1，如果只用

一条直线对这些数据进行分类，应该画一条什么样的线呢？
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图 3-18

不要开玩笑嘛，这个怎么看都不能只用一条直线分类呀。

是啊，这是做不到的。线性可分指的就是能够使用直线分类的情

况，像这样不能用直线分类的就不是线性可分。

这么说来，像照片这类的图像分类就不是线性可分了。

这类图像数据的维度一般会很高，所以无法可视化。但是想一想

也知道，根据图像特征进行分类的任务肯定不是那么简单的。我

想大部分情况下是线性不可分的。

我想起来了，你说过感知机是非常简单的模型，基本不会被应用

在实际的问题中。

是的。之前提到的感知机也被称为简单感知机或单层感知机，真

的是很弱的模型。不过，既然有单层感知机，那么就会有多层感

知机。实际上多层感知机就是神经网络了。

噢噢，这就是神经网络啊，一定很厉害吧？

是的，它是表现力非常高的模型。不过继续说下去就又跑题了，

以后有机会我们再聊这个。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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既然感知机不能用，那还有别的解决办法吗？

有一个不同于感知机的算法能够很好地应用于线性不可分问题。

这个算法更实用。

好，我们休息片刻，然后你再教我这个吧！

3.5 逻辑回归

基础技术果然还是很难应用在实践中呀。

是呀。不过理解原理也是很重要的。

有了基础才能谈应用啊。那个能应用于线性不可分问题的算法是

什么样的呀？

我们还是用刚才按横向和纵向对图像进行分类的例子吧。

嗯？那不是线性可分的问题吗？我们不继续线性不可分的问题了？
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接下来要讲的算法与感知机的方法不一样，所以先考虑线性可分

的问题比较好，这样有助于我们掌握基础知识。

果然对基础知识的理解是很重要的。

是的，万事都是从基础开始的。回到刚才的话题，接下来要讲的

算法与感知机的不同之处在于，它是把分类作为概率来考虑的。

欸，概率？图像为纵向的概率是 80%、为横向的概率是 20%，这样？

是呀，你真聪明！另外，这里设横向的值为 1、纵向的值为 0。

这个也和感知机的时候不一样了。纵向不是 −1 了？

只要是两个不同的值，用什么都可以。在学习感知机时之所以设

置值为 1 和 −1，是因为这样会使参数更新表达式看起来更简洁，

而现在则是设置为 1 和 0 会更简洁。

原来为了处理简便，这些地方可以自由决定呀。

3.5.1 sigmoid 函数

那我继续往下讲，你还记得在学习回归时定义过这样一个带参数

的函数吗？

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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fθ(x) = θTx (3.5.1)

嗯，记得。这是通过最速下降法或随机梯度下降法来学习参数 θ

的表达式。使用这个 θ 能够求出对未知数据 x 的输出值。

这里的思路是一样的。我们需要能够将未知数据分类为某个类别

的函数 fθ(x)。

这是和感知机的判别函数 fw(x)类似的东西？

是的，作用是相同的。使用与回归时同样的参数 θ，函数的形式就

是这样的。

(3.5.2)
fθ(x) =

1

1 + exp(−θTx)

又来了又来了，一下子就变难了！

你才又来了……冷静下来，一部分一部分看就没问题啦。

exp(−θTx) 是什么来着？

exp 的全称是 exponential，即指数函数。exp(x) 与 ex 含义相同，

只是写法不同。e 是自然常数，具体的值为 2.7182 . . .。
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哦，也就是说 exp(−θTx) 可以换成 e−θTx 这样的写法？

是啊。指数部分如果过于复杂，上标的字号太小会很难看清，所

以这时候使用 exp 写法的情况比较多。

原来是这样，确实 exp 的形式更方便看。

回到正题。这个函数的名字叫 sigmoid函数，设 θTx 为横轴，fθ(x)

为纵轴，那么它的图形是这样的（图 3-19）。

1.0

0.5

0

fθ(x)

θTx

图 3-19

哇，好漂亮的形状。很光滑的曲线啊。

θTx = 0 时 fθ(x) = 0.5，以及 0 < fθ(x) < 1是 sigmoid 函数的两

个特征。

这个函数的图形我知道了，但用这样的函数真能分类吗？

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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首先，刚才说到我们要用概率来考虑分类。因为 sigmoid 函数的

取值范围是 0 < fθ(x) < 1，所以它可以作为概率来使用。

啊，确实是这样。sigmoid 函数可以作为概率使用这一点我理解

了，但是不理解为什么使用它就可以对数据进行分类。

这个让我们一起来看一下。

3.5.2 决策边界

刚才说到把表达式 3.5.2 的 fθ(x)当作概率来使用，那么接下来我们

就把未知数据 x是横向图像的概率作为 fθ(x)。其表达式是这样的。

(3.5.3)P (y = 1 | x) = fθ(x)

啊，这是什么来着……概率符号？P 中的竖线是条件概率吧？

没错，正是条件概率。这是在给出 x 数据时 y = 1，即图像为横向

的概率。假如 fθ(x)的计算结果是 0.7，你认为这是什么意思呢？

fθ(x) = 0.7 的意思是图像为横向的概率是 70% 吧。一般来说这样

就可以把 x 分类为横向了吧？

那如果 fθ(x) = 0.2 呢？
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横向的概率为 20%、纵向的概率为 80%，这种状态可以分类为纵向。

是的。你应该是以 0.5 为阈值，然后把 fθ(x)的结果与它相比较，

从而分类横向或纵向的吧？

y =

{
1 (fθ(x) ⩾ 0.5)

0 (fθ(x) < 0.5) (3.5.4)

啊，是的……其实我刚才还没有意识到这个，但仔细一想，我确

实是这样分类的。

我希望你注意一下这个阈值 0.5，刚才我们看 sigmoid 函数的时候

它也出现了吧？

出现了。在 θTx = 0 时，fθ(x) = 0.5（图 3-20）。

1.0

0.5

0

fθ(x)

θTx

图 3-20

是的。从图中可以看出在 fθ(x) ⩾ 0.5 时，θTx ⩾ 0。这个理解吗？



第 3 章 学习分类88

嗯，根据图来看确实是这样的。反过来在 fθ(x) < 0.5 时，θTx < 0

对吧（图 3-21）？

分类为纵向 分类为横向

1.0

0.5

0

fθ(x)

θTx

图 3-21

没错。所以我们可以把表达式 3.5.4 改写为这种形式。

(3.5.5)

y =

{
1 (θTx ⩾ 0)

0 (θTx < 0)

这个我明白，但是改写的意义在哪里呢？

下面我们像学习感知机时那样，设横轴为图像的宽（x1）、纵轴为

图像的高（x2），并且画出图来考虑吧。

像图 3-4 那样，把训练数据都展示在图上吗？

是的。然后像学习回归时那样，先随便确定 θ 再具体地去考虑。

比如当 θ 是这样的向量时，我们来画一下 θTx ⩾ 0的图像。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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(3.5.6)

θ =



θ0
θ1
θ2


 =



−100

2

1


 , x =




1

x1

x2




好的。那就先代入数据，把表达式变为容易理解的形式。

(3.5.7)

θTx = −100 · 1 + 2x1 + x2 ⩾ 0

x2 ⩾ −2x1 + 100

很好。这个不等式表示的范围也就是图像被分类为横向的范围了。

这个不等式的图是这样的吗（图 3-22）？

分类为横向

宽

高
θTx 0即 x2 −2x1 + 100

x2

x1

图 3-22

是的。那分类为纵向的范围呢？
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就是另一侧（图 3-23）。

分类为纵向
宽

高
即 x2 < −2x1 + 100

x2

x1

θTx < 0

图 3-23

也就是说，我们将 θTx = 0 这条直线作为边界线，就可以把这条

线两侧的数据分类为横向和纵向了。

原来如此。这样真直观易懂啊。

这样用于数据分类的直线称为决策边界。

实际应用时这个决策边界似乎不能正确地分类图像（图 3-24），这

是因为我们决定参数时太随意了吗？
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分类为横向

分类为纵向
宽

高

图 3-24

是的，和回归的时候一样，是因为我们随意决定了参数。那么你

应该知道接下来要做什么了吧？

为了求得正确的参数 θ 而定义目标函数，进行微分，然后求参数

的更新表达式？

回答正确！这种算法就称为逻辑回归。

3.6 似然函数

现在，我们就一起来求参数的更新表达式吧。

和回归时的做法是一样的吧？我现在也能做了。
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真不巧，逻辑回归的目标函数与之前的不一样哦。

欸，这样吗？原来和最小二乘法不一样啊……那逻辑回归的目标

函数是什么形式的？

一开始我们把 x 为横向的概率 P (y = 1|x) 定义为 fθ(x)了。基于

这一点，你认为训练数据的标签 y 和 fθ(x)是什么样的关系会比较

理想呢？

我记得学习回归的时候你也问过这个问题。既然 fθ(x)是 x 为横

向时的概率……那么在 y = 1时 fθ(x) = 1，y = 0 时 fθ(x) = 0 的

关系就是理想的吗？

对对。我们把这句话换成这样的说法，没问题吧？

● y = 1的时候，我们希望概率 P (y = 1|x)是最大的
● y = 0 的时候，我们希望概率 P (y = 0|x)是最大的

嗯，没问题。P (y = 1|x) 是图像为横向的概率，P (y = 0|x) 是图

像为纵向的概率。

是的。这适用于全部的训练数据。对于一开始列举的那 6 个训练

数据，我们期待的最大概率是这样的（表 3-5）。

表 3-5

图像大小 形状 y 概率

80 × 150 纵向 0 期待P (y = 0|x)最大

60 × 110 纵向 0 期待P (y = 0|x)最大

35 × 130 纵向 0 期待P (y = 0|x)最大

160 × 50 横向 1 期待P (y = 1|x)最大

160 × 20 横向 1 期待P (y = 1|x)最大

125 × 30 横向 1 期待P (y = 1|x)最大
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而且，假定所有的训练数据都是互不影响、独立发生的，这种情

况下整体的概率就可以用下面的联合概率来表示。

(3.6.1)L(θ) = P (y(1) = 0 | x(1))P (y(2) = 0 | x(2)) · · ·P (y(6) = 1 | x(6))

把全部的概率乘起来吗？

想一想扔 2 次骰子的情况。第 1 次的结果是 1 点，且第 2 次的结

果是 2 点的概率是多少呢？首先 1 点出现的概率是 1
6，接下来 2 点

出现的概率是 1
6，二者连续发生的概率就要使用乘法计算，其表达

式是这样的。

(3.6.2)
1

6
× 1

6
=

1

36

啊，我懂了。第 1 次的概率是 P (y(1) = 0|x(1))，第 2 次的概率是

P (y(2) = 0|x(2))……我们要计算的是连续发生 6 次的概率，对吧？

没错，而且联合概率的表达式是可以一般化的，写法如下。

(3.6.3)

L(θ) =
n∏

i=1

P (y(i) = 1 | x(i))y
(i)

P (y(i) = 0 | x(i))1−y(i)

提　示

关于
∏

（读作“派”）的更多内容，请参考附录 A.1。

……这个我看不懂！
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一猜你就是这个反应。虽然看起来有点乱，但就像之前说的那样，

只要把每一个组成部分都理解了就不会那么难了。

好吧，我需要先冷静下来……还是好慌！从哪里看起才好呢？

我们分别考虑 y(i) 为 1 或为 0 时的 P (y(i) = 1|x(i))y
(i)

P (y(i) = 0|x(i))1−y(i)

P (y(i) = 1|x(i))y
(i)

P (y(i) = 0|x(i))1−y(i)

。P 右上角的 y(i) 和 1 − y(i) 表示指数。

好，分别考虑……首先向指数 y(i) 代入 1。

P (y(i) = 1 | x(i))1P (y(i) = 0 | x(i))1−1

= P (y(i) = 1 | x(i))1P (y(i) = 0 | x(i))0

= P (y(i) = 1 | x(i)) (3.6.4)

啊，这样就只剩 y(i) = 1的概率了。莫非 y(i) = 0的时候也一样？

(3.6.5)

P (y(i) = 1 | x(i))0P (y(i) = 0 | x(i))1−0

= P (y(i) = 1 | x(i))0P (y(i) = 0 | x(i))1

= P (y(i) = 0 | x(i))

是的。这个表达式利用了任何数字的 0 次方都是 1 的特性。这里

明白了吗？

原来是这样。想出这个表达式的人挺厉害的……
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比起区分各种情况的写法，还是汇总到一个表达式的写法更简单。

嗯。现在我们总算知道它的目标函数了。

是呀。接下来考虑一下使这个目标函数最大化的参数 θ 吧。

原来是这么回事。回归的时候处理的是误差，所以要最小化，而

现在考虑的是联合概率，我们希望概率尽可能大，所以要最大化，

对吗？

对的。这里的目标函数 L(θ) 也被称为似然，函数的名字 L 取自似

然的英文单词 Likelihood 的首字母。

似然……原来还有这样的词。

它的意思是最近似的。我们可以认为似然函数 L(θ) 中，使其值最

大的参数 θ 能够最近似地说明训练数据。

唉，感觉很难啊……

似然是不容易理解的概念，这里不懂它也没关系。只要记住这个

词就行了。

好，这样我就稍稍放心了。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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3.7 对数似然函数

那么我们就对似然函数进行微分，求出参数 θ 就行了吗？

是的。不过直接对似然函数进行微分有点困难，在此之前要把函

数变形。

为什么有点困难？

首先它是联合概率。概率都是 1 以下的数，所以像联合概率这种

概率乘法的值会越来越小。

的确如此。如果值太小，编程时会出现精度问题。

是呀，这是第一个处理起来有点难的地方。另外还有一个，那就

是乘法。与加法相比，乘法的计算量要大得多。

嗯，确实加法计算更简单。但是，有解决这个问题的办法吗？

只要取似然函数的对数就好了。像这样在等式两边加上 log 即可。

(3.7.1)
logL(θ) = log

n∏
i=1

P (y(i) = 1 | x(i))y
(i)

P (y(i) = 0 | x(i))1−y(i)
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提　示

关于对数的更多内容，请参考附录 A.7。

乍一看好像反而更难了……回归的时候是随便乘了个常数，这次

随便取对数也没问题吗？

没问题的，因为 log 是单调递增函数。log 函数的图形还记得吗？

我记得是这样的（图 3-25），没错吧？

0

0 1.0

图 3-25

对对。图形一直向右上方延伸。单调递增函数是在 x1 < x2 时，

f(x1) < f(x2) 的函数 f(x)。

原来如此。的确，log(x)的图形一直向右上方延伸，而且在 x1 < x2

时，log(x1) < log(x2)也成立。

嗯，所以我们现在考察的似然函数也是在 L(θ1) < L(θ2) 时，有

logL(θ1) < logL(θ2)成立。也就是说，使 L(θ) 最大化等价于使

logL(θ) 最大化。
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欸，这个思路真巧妙呀。

那我们把对数似然函数变形看看。

(3.7.2)

log L(θ) = log
n∏

i=1

P (y
(i)

= 1 | x(i)
)
y(i)

P (y
(i)

= 0 | x(i)
)
1−y(i)

=
n∑

i=1

(
logP (y

(i)
= 1 | x(i)

)
y(i)

+ log P (y
(i)

= 0 | x(i)
)
1−y(i))

=
n∑

i=1

(
y
(i) logP (y

(i)
= 1 | x(i)

) + (1 − y
(i)

) log P (y
(i)

= 0 | x(i)
)
)

=
n∑

I=1

(
y
(i) logP (y

(i)
= 1 | x(i)

) + (1 − y
(i)

) log(1 − P (y
(i)

= 1 | x(i)
))
)

=

n∑
i=1

(
y
(i) log fθ(x

(i)
) + (1 − y

(i)
) log(1 − fθ(x

(i)
))
)

这个变形过程好像有点复杂……

每一行的变形分别利用了下面这些特性，你好好理解一下。

●  第 2 行是 log(ab) = log a + log b
●  第 3 行是 log ab = b log a
●  第 4 行是 P (y(i) = 0|x(i)) = 1 − P (y(i) = 1|x(i))

●  第 5 行是表达式 3.5.3

前两个是对数函数的特性吧？第 4 行为什么是那样的呢？

现在我们考虑的只有 y = 1和 y = 0 两种情况，所以应有 P (y(i) = 0|x(i)) + P (y(i) = 1|x(i)) = 1

P (y(i) = 0|x(i)) + P (y(i) = 1|x(i)) = 1。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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啊，原来如此。所有情况的概率之和都是 1 呀。

3.7.1 似然函数的微分

前面讲了很多，总结一下就是逻辑回归将这个对数似然函数用作

目标函数。

(3.7.3)logL(θ) =

n∑
i=1

(
y(i) log fθ(x(i)) + (1 − y(i)) log(1 − fθ(x

(i)))
)

接下来，对各个参数 θj 求微分就行了吧？

没错，我们来算算看。

(3.7.4)
∂ logL(θ)

∂θj
=

∂

∂θj

n∑
i=1

(
y(i) log fθ(x

(i)) + (1− y(i)) log(1− fθ(x
(i)))

)

这个表达式的意思我不太理解……

和回归的时候是一样的，我们把似然函数也换成这样的复合函数，

然后依次求微分。

(3.7.5)
u = logL(θ)
v = fθ(x)
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是这样吧？

(3.7.6)
∂u

∂θj
=

∂u

∂v
· ∂v

∂θj

对的。首先从第 1 项开始计算。

(3.7.7)

∂u

∂v
=

∂

∂v

n∑
i=1

(
y(i) log(v) + (1− y(i)) log(1− v)

)

这个是 u 对 v 微分，log(v) 的微分是 1
v 吧？

是的。不过对 log(1 − v)微分时，要像这样通过复合函数来求。还

要注意，这样做最后的表达式前面会有个负号。

(3.7.8)

s = 1− v

t = log(s)
dt
dv =

dt
ds · ds

dv
=

1

s
· −1

= − 1

1− v

好的。所以，微分结果是这样的吧？
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(3.7.9)
∂u

∂v
=

n∑
i=1

(y(i)
v

− 1− y(i)

1− v

)

嗯，对的。

接下来是 v 对 θj 的微分，这个要怎么微分呀？

(3.7.10)
∂v

∂θj
=

∂

∂θj

1

1 + exp(−θTx)

这个看上去有点麻烦，不过其实我们已经知道了 sigmoid 函数的

微分是这样的，所以用这个应该就可以计算了。

(3.7.11)
dσ(x)

dx = σ(x)(1− σ(x))

好的。现在 fθ(x)本身就是 sigmoid 函数，所以这个微分表达式可

以直接使用。

是呀。设 z = θTx，然后再一次使用复合函数的微分会比较好。

你来解解看。

(3.7.12)

z = θTx

v = fθ(x) =
1

1 + exp(−z)

∂v

∂θj
=

∂v

∂z
· ∂z

∂θj
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懂了……我来一步步地算算看。v 对 z 微分的部分也就是 sigmoid

函数的微分。

(3.7.13)
∂v

∂z
= v(1− v)

z 对 θj 的微分就简单了。

(3.7.14)

∂z

∂θj
=

∂

∂θj
θTx

=
∂

∂θj
(θ0x0 + θ1x1 + · · ·+ θnxn)

= xj

接下来把结果相乘就好了，是这样吧？

(3.7.15)

∂v

∂θj
=

∂v

∂z
· ∂z

∂θj

= v(1− v) · xj

很好。那我们就代入各个结果，然后通过展开、约分，使表达式

变得更简洁。

好的。
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(3.7.16)

∂u

∂θj
=

∂u

∂v
· ∂v

∂θj

=
n∑

i=1

(
y(i)

v
− 1− y(i)

1− v

)
· v(1− v) · x(i)

j

=
n∑

i=1

(
y(i)(1− v)− (1− y(i))v

)
x
(i)
j

=
n∑

i=1

(
y(i) − y(i)v − v + y(i)v

)
x
(i)
j

=
n∑

i=1

(
y(i) − v

)
x
(i)
j

=
n∑

i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)
x
(i)
j

没错，做得很好！

计算过程好复杂，不过最后的结果还挺简单的。

接下来要做的就是从这个表达式导出参数更新表达式。不过现在

是以最大化为目标，所以必须按照与最小化时相反的方向移动参

数哦。

原来如此……也就是说，最小化时要按照与微分结果的符号相反的

方向移动，而最大化时要与微分结果的符号同向移动。这样行吗？

(3.7.17)θj := θj + η
n∑

i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)
x
(i)
j



第 3 章 学习分类104

是的。为了与回归时的符号保持一致，也可以将表达式调整为下

面这样。注意，η 之前的符号和
∑

中的符号反转了。

(3.7.18)θj := θj − η

n∑
i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j

好的。这次的计算量太多，好累呀！

3.8 线性不可分

最后，我们将逻辑回归应用于线性不可分问题吧。

终于讲到这里啦。

这样的就是线性不可分（图 3-26），没问题吧？

图 3-26
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嗯，也就是用直线不能分类的问题，我记着呢。

是的。对于这个例子来说，虽然用直线不能分类，但是用曲线是

不是就可以分类了（图 3-27）？

图 3-27

看上去是可以的。莫非我们要像学习多项式回归时那样，去增加

次数？

欸？悟性很高嘛！那么，我们就向训练数据中加入x2
1，考虑这样

的数据。

(3.8.1)

θ =




θ0
θ1
θ2
θ3


 , x =




1

x1

x2

x2
1




也就是这样的，对吧？

(3.8.2)θTx = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + θ3x
2
1
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嗯。假设 θ 是这样的向量，那么 θTx ⩾ 0的图形是什么样的呢？

(3.8.3)

θ =




θ0
θ1
θ2
θ3


 =




0

0

1

−1




因为 θTx ⩾ 0，先代入看看吧……然后像之前一样，变形试试。

(3.8.4)

θTx = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + θ3x
2
1

= 0 + 0 · x1 + 1 · x2 +−1 · x2
1

= x2 − x2
1 ⩾ 0

移项后最终得到的表达式是 x2 ⩾ x2
1。将这个画成图看看。

画图……是这样的吗（图 3-28）？

判定为 y = 1

判定为 y = 2

图 3-28
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对的。之前的决策边界是直线，现在则是曲线了。参数 θ 是随便

定的，所以数据完全没有被正确地分类。

不过，我知道将逻辑回归应用于线性不可分问题的方法了。原来

并没有那么难呀。

之后通过随意地增加次数，就可以得到复杂形状的决策边界了。

比如在 x2
1 之外再增加一个 x2

2，就会有圆形的决策边界。

在逻辑回归的参数更新中也可以使用随机梯度下降法吗？

当然可以。

太好了。逻辑回归虽然有点难，但是我们最后也求出它的参数更

新表达式了。啊，好累啊！

还有一个名为 SVM，也就是支持向量机的分类算法也很有名。此

外，还有多分类的做法，去学一学也是很有意思的。

好的。不过今天就先到这里吧，我们下次再聊！



图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权



第4章

评估
评估已建立的模型

现在，绫乃似乎已经相当了解机器学习的理论了。

不过在实际应用这些理论之前，还有一些必须要了解的知识。

在本章中，绫乃将与美绪一起学习如何“评估”已建立的模型。

同时也会复习之前学到的知识，所以请稍稍放松身心来阅读吧。
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4.1 模型评估

之前和你学到了好多理论知识，而且我也都理解了，好开心呀。

任何事情理解之后都会很开心哦。

我好想马上把学到的东西应用在实际问题上。

能理解。你已经听了很多关于理论的说明，肯定会对实现感到跃

跃欲试。不过在此之前，我还想和你聊一聊实际应用机器学习时

会出现的问题，以及相应的处理方法。

好吧。虽然很想快点去写代码，但是了解你说的这些知识也是很

重要的，对吧？

是的。接下来我要讲的内容与之前的不太一样，是关于模型评估的。

模型评估？那是什么意思？

在进行回归和分类时，为了进行预测，我们定义了函数 fθ(x)，然

后根据训练数据求出了函数的参数 θ。

你是说对目标函数进行微分，然后求出参数更新表达式的操作吧？

我还记得呢。
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那个时候，我们求出参数更新表达式之后就结束了。但是，其实

我们真正想要的是通过预测函数得到预测值。以回归的那个例子

来说，就是关于投入的广告费能带来多少点击量的预测值。

是的。

所以我们希望 fθ(x)对未知数据 x 输出的预测值尽可能正确。

那是当然。

那我们如何测量预测函数 fθ(x)的正确性，也就是精度呢？

观察函数的图形（图 4-1），看它能否很好地拟合训练数据？

图 4-1

100 200 300

200

400

600

800

广告费

点
击
量

能够正确地预测

不能正确地预测

之前我说过，这是只有一个变量的简单问题，所以才能在图上展

示出来。
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对哦，你说过像多重回归这样的问题，变量增加后就不能在图上

展示了，而且特意去画图也很麻烦。

是的，所以我们需要能够定量地表示机器学习模型的精度。

我懂了，这就是模型的评估吧？

没错。接下来我们就要考虑评估模型的方法。

不过我仔细想了想，既然这是从训练数据中得到的参数，那么训

练结束之后得到的不就是正确的参数吗？

是的，但这样的参数只有对训练数据才是正确的。

欸？什么意思呀？

为了让你理解这一点，我们一起来考虑一下评估模型是否正确的

方法吧。

4.2 交叉验证

4.2.1 回归问题的验证

所以说要怎么评估模型呢？
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把获取的全部训练数据分成两份：一份用于测试，一份用于训练。

然后用前者来评估模型。

也就是说假如有 10 个训练数据，那么实际上会按照 5 个测试数

据、5 个训练数据来分配它们，是吗？

嗯。一般来说，比起 5 : 5，大多数情况会采用 3 : 7 或者 2 : 8 这种

训练数据更多的比例。不过倒也没有特别规定必须要这样。

那我们就 3 个用于测试、7 个用于训练吧，怎么样？

嗯，可以的。也就是说，关于点击量预测的回归问题，我们现在

有 10 个数据，其中测试数据和训练数据是这样分配的（图 4-2）。

100 200 300

200

400

600

800

广告费

点
击
量

训练数据

测试数据

图 4-2

右侧的 3 个是测试数据、左侧的 7 个是训练数据，对吧？

其实不这样极端地分配效果会更好，不过姑且先这样吧。首先，

我们来考虑使用左侧这 7 个数据来训练参数的情况。
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用一次函数 fθ(x) = θ0 + θ1x
�就行了吧？

是的，先从一次函数开始考虑比较好。先不去管测试数据，只看那

7 个训练数据。你觉得拟合得最好的一次函数应该是什么样的？

嗯……这样的吧（图 4-3）？

100 200 300

200

400

600

800

广告费

点
击
量

图 4-3

嗯，看上去不错。根据 7 个数据训练参数的话，这个一次函数应

该就够了。

那刚才没有管的测试数据该怎么办呢？

这个先放着，等一下再看。接下来还是不管测试数据，考虑一下

二次函数。这次应该是什么样的呢？

这样的二次函数（图 4-4）？

� 参见 2.3 节的表达式 2.3.1。
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100 200 300

200

400

600

800

广告费

点
击
量

图 4-4

不错嘛。如果 fθ(x)是二次函数，那它基本上就是这个形状。现在，

你应该能明白“只有对训练数据才是正确的”是什么意思了吧？

我懂啦！如果只看训练数据，那么二次函数比一次函数拟合得更

好。但是，如果将测试数据也考虑进来，那么二次函数就完全不

行了。

是的。模型评估就是像这样检查训练好的模型对测试数据的拟合

情况。

原来是这么回事。也就是说，要把测试数据当作未知数据来考虑啊。

没错。刚刚我讲解时利用了一次函数和二次函数模型的区别，但

即使模型相同，如果训练数据过少，这种现象也会发生。

那在训练结束之后，我们还得像这样检查一下测试数据是否也拟

合吧？

检查是要检查的，只是应用到现实生活中的问题时，大多数情况

不能像现在这样画图来看，所以我们需要定量地衡量精度。
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对呀！如果变量增加，就不能画图了。就算能画图，也会很麻烦。

对于回归的情况，只要在训练好的模型上计算测试数据的误差的

平方，再取其平均值就可以了。假设测试数据有 n 个，那么可以

这样计算。

(4.2.1)

1

n

n∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

对于预测点击量的回归问题来说，y(i) 就是点击量，而 x(i) 是广告

费或广告版面的大小吧？

是的。这个值被称为均方误差或者MSE，全称 Mean Square Error

（图 4-5）。这个误差越小，精度就越高，模型也就越好。

100 200 300

200

400

600

800

广告费

点
击
量

误差

图 4-5

这么说起来，回归的目标函数也是误差函数吧？这与为了让误差

函数的值变小而更新参数时所做的事情是一样的吧？
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是的。另外，在分类问题中也会出现模型只能拟合训练数据的问

题哦。

哦，对呀。还有分类问题。

4.2.2 分类问题的验证

与回归的时候一样，我们先考虑数据的分配。姑且先这样分配吧

（图 4-6）。

训练数据 测试数据

图 4-6

还是先不管测试数据吗？

是的。“数据的分配方法不要太极端其实会更好”这一点与回归的

时候也是一样的。假设在逻辑回归的情况下，θTx 是简单的一次

函数，那么只根据训练数据进行训练后，决策边界应该是这样的

（图 4-7）。
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图 4-7

分类效果很好啊。

但是假如θTx 更加复杂，可能就会像这样紧贴着训练数据进行分类

（图 4-8）。

图 4-8

可以对训练数据完美地进行分类，却完全忽视了测试数据。

是的。所以在分类的时候，我们还必须检查模型是否正确。
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那在这里我们也使用均方误差来计算误差就行了吗？

对于分类有别的指标。由于回归是连续值，所以可以从误差入手，

但是在分类中我们必须要考虑分类的类别是否正确。

哦哦，确实是这样。在回归中要考虑的是答案不完全一致时的误

差，而分类中要考虑的是答案是否正确。

没错。回忆一下逻辑回归的内容，那时候我们对图像是横向的还

是纵向的进行了分类。

嗯，我们是根据图像为横向的概率来分类的。

那么，关于分类是否成功就会有下面 4 种情况。这个理解起来没

问题吧？

●  图像是横向的，被正确分类了
●  图像被分类为横向，但实际上不是横向的
●  图像不是横向的，被正确分类了
●  图像被分类为非横向，但实际上是横向的

嗯，这个我理解了……不过我感觉还是不太清晰，把它整理到这

样的表里好了（表 4-1）。

表 4-1

分类
正确结果标签

横向 非横向

横向 分类正确 分类错误

非横向 分类错误 分类正确
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欸，厉害！设横向的情况为正、非横向的情况为负，那么一般来

说，二分类的结果可以用这张表来表示（表 4-2）。

表 4-2

分类
正确结果标签

正 负

正 True Positive（TP） False Positive（FP）

负 False Negative（FN） True Negative（TN）

分类结果为正的情况是 Positive、为负的情况是 Negative。分类

成功为 True、分类失败为 False。对吗？

没错。而且我们可以使用表里的 4 个记号来计算分类的精度。精

度的英文是 Accuracy，它的计算表达式是这样的。

(4.2.2)
Accuracy =

TP + TN
TP + FP + FN + TN

它表示的是在整个数据集中，被正确分类的数据 TP 和 TN 所占

的比例。

假如 100 个数据中 80 个被正确地分类了，那么精度就是这样的吧？

(4.2.3)
Accuracy =

80

100
= 0.8

是的。用测试数据来计算这个值，值越高精度越高，也就意味着

模型越好。
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明白了。这比我想象的要简单易懂，真不错。

4.2.3 精确率和召回率

一般来说，只要计算出这个 Accuracy 值，基本上就可以掌握分类

结果整体的精度了。但是有时候只看这个结果会有问题，所以还

有别的指标。

是吗？我看用这个方法计算精度挺好的呀？

看一下这张图（图 4-9），假设图中的圆点是 Positive 数据、叉号是

Negative 数据，我们来考虑一下数据量极其不平衡的情况。

只有5个
Positive

大量的
Negative

图 4-9

几乎全是 Negative。从图中大概能看出决策边界来。

假设有 100 个数据，其中 95 个是 Negative。那么，哪怕出现模型

把数据全部分类为 Negative 的极端情况，Accuracy 值也为 0.95，

也就是说模型的精度是 95%。
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确实是这样。既然 Positive 相对少很多，那么即使模型把数据全

部分类为 Negative，它的精度也会很高。

但是不管精度多高，一个把所有数据都分类为 Negative 的模型，

不能说它是好模型吧？

是的……遇到这种情况，只看整体的精度看不出来问题。

没错，所以要引入别的指标。这些指标稍微有点复杂，结合具体

的数据来看更好理解，所以我用这个例子来说明吧（图 4-10、表

4-3）。

分类为
Negative

分类为
Positive

图 4-10

表 4-3

项 个数

Positive 数据 5 个

Negative 数据 95 个

True Positive 1 个

False Positive 2 个

False Negative 4 个

True Negative 93 个

Accuracy 94%
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这个例子看上去对 Positive 数据分类得不够好。

是的。首先我们来看第一个指标——精确率。它的英文是 Precision。

(4.2.4)
Precision =

TP
TP + FP

这是什么？含义是什么呢？

这个指标只关注 TP 和 FP。根据表达式来看，它的含义是在被分

类为 Positive 的数据中，实际就是 Positive 的数据所占的比例（图

4-11）。

只关注被分类为
Positive的部分

图 4-11

我实际地代入数值来计算看看。

(4.2.5)
Precision =

1

1 + 2
=

1

3
= 0.333 . . .
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这个值越高，说明分类错误越少。拿这个例子来说，虽然被分类

为 Positive 的数据有 3 个，但其中只有 1 个是分类正确的。所以

计算得出的精确率很低。

我明白了。0.333 确实很低。

还有一个指标是召回率，英文是 Recall。

(4.2.6)
Recall =

TP
TP + FN

把精确率分母上的 FP 换成 FN 就是它了。

嗯，这个指标只关注 TP 和 FN。根据表达式来看，它的含义是在

Positive 数据中，实际被分类为 Positive 的数据所占的比例（图

4-12）。

只关注Positive数据

图 4-12

我再来算算它的值。
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(4.2.7)
Recall =

1

1 + 4
=

1

5
= 0.2

这个值越高，说明被正确分类的数据越多。拿这个例子来说，虽

然 Positive 数据共有 5 个，但只有 1 个被分类为 Positive。所以计

算得出的召回率也很低。

确实很低……

基于这两个指标来考虑精度是比较好的。

精确率和召回率都很高的模型就是一个好模型了吧？

是的。不过一般来说，精确率和召回率会一个高一个低，需要我

们取舍，有些麻烦。

4.2.4 F值

那就两个值都计算，然后取它们的平均值怎么样？

只是简单地计算平均值并不算很好的方法。假设现在有两个模型，

它们的精确率和召回率是这样的（表 4-4）。

表 4-4

模型 精确率 召回率 平均值

模型 A 0.6 0.39 0.495

模型 B 0.02 1.0 0.51
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模型 B 好极端呀。召回率是 1.0，也就是说所有的 Positive 数据都

被分类为 Positive 了，但是精确率也实在是太低了。

如果将所有的数据都分类为 Positive，那么召回率就是 1.0。但是

这样一来，Negative 数据也会被分类为 Positive，所以精确率会

变得很低。

哦，仔细想想确实是这样的。

看一下两个模型的平均值，会发现模型 B 的更高。但它是把所有

数据都分类为 Positive 的模型，精确率极低，仅为 0.02，并不能

说它是好模型。

只看平均值确实无法知道模型的好坏。

所以就出现了评定综合性能的指标F值。表达式 4.2.8 中的 Fmeasure

就是 F 值，Precision 是前面说的精确率，Recall 是召回率。

Fmeasure =
2

1

Precision
+

1

Recall (4.2.8)

这个表达式好复杂啊，分母里有分数。

精确率和召回率只要有一个低，就会拉低 F 值。计算一下前面两

个模型的 F 值就知道了（表 4-5）。
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表 4-5

模型 精确率 召回率 平均值 F值

模型 A 0.6 0.39 0.495 0.472 . . .

模型 B 0.02 1.0 0.51 0.039 . . .

果真如此。和简单取平均值时得到的结果不同，模型 A 的 F值更高。

这说明该指标考虑到了精确率和召回率的平衡。其实，也有很多

人把前面那个 F 值的表达式变形，写成下面这样，二者是相同的。

(4.2.9)
Fmeasure =

2 · Precision ·Recall

Precision+Recall

我觉得还是这个表达式更好理解。

有时称 F 值为 F1 值会更准确，这一点需要注意。

两种说法是一样的吧？

有的时候含义相同，有的时候却并不相同。除 F1 值之外，还有一

个带权重的 F 值指标。

(4.2.10)
WeightedFmeasure =

(1 + β2) · Precision ·Recall

β2 · Precision+Recall

又出现了一个看不懂的表达式……β 指的是权重吗？
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是的。我们可以认为 F 值指的是带权重的 F 值，当权重为 1 时才

是刚才介绍的 F1 值。

看来带权重的 F 值更通用呀。

F1 值在数学上是精确率和召回率的调和平均值。关于调和平均

值，不需要太深入地了解。

我突然想到，之前介绍的精确率和召回率都是以 TP 为主进行计

算的，那么也能以 TN 为主吗？

是的。以 TN 为主来计算精确率和召回率的表达式是这样的。

Precision =
TN

TN + FN

Recall =
TN

TN + FP (4.2.11)

以哪个为主都可以吗？

当数据不平衡时，使用数量少的那个会更好。最开始的例子中

Positive 极少，所以我们使用了 Positive 来计算，反之如果 Negative

较少，那就使用 Negative。

我明白了，用数量少的那个。

对于回归和分类，我们都可以这样来评估模型。
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我现在知道模型评估的重要性了。

把全部训练数据分为测试数据和训练数据的做法称为交叉验证。

这是非常重要的方法，一定要记住哦。

好的。这里面也没什么复杂的数学表达式，并不是很难。

交叉验证的方法中，尤为有名的是 K 折交叉验证，掌握这种方法

很有好处。

●  把全部训练数据分为 K 份
●  将 K − 1 份数据用作训练数据，剩下的 1 份用作测试数据
●  每次更换训练数据和测试数据，重复进行 K 次交叉验证
●  最后计算 K 个精度的平均值，把它作为最终的精度

假如我们要进行 4 折交叉验证，那么就会这样测量精度（图 4-13）。

A B C D

第 1 次

第 2 次

第 3 次

第 4 次

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

1
4/

计算第 1 次至第 4 次精度的平均值 ＝ 模型的精度

用 B、C、D 训练，
用 A 测量精度

用 A、C、D 训练，
用 B 测量精度

用 A、B、D 训练，
用 C 测量精度

用 A、B、C 训练，
用 D 测量精度

图 4-13
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如果全部训练数据的量较大，这种方法必须训练多次，会比较花

时间吧？

是的。不切实际地增加 K 值会非常耗费时间，所以我们必须要确

定一个合适的 K 值。

4.3 正则化

4.3.1 过拟合

之前我们提到过的模型只能拟合训练数据的状态被称为过拟合，

英文是 overfitting。

我记得在学习回归的时候，你说过过度增加函数 fθ(x)的次数会导

致过拟合，原来是这个意思。

记忆力真好。过拟合不止在回归时出现，在分类时也经常发生，

我们要时常留意它。

难道我们不能采取什么方法避免过拟合吗？

有几种方法可以避免过拟合。

●  增加全部训练数据的数量
●  使用简单的模型
●  正则化

首先，重要的是增加全部训练数据的数量。之前我也讲过，机器

学习是从数据中学习的，所以数据最重要。另外，使用更简单的

模型也有助于防止过拟合。



第
3

章
第
4

章
第
5

章
附
 
录

第
2

章
第
1
章

131

4.3.2 正则化的方法

然后是…… 正则化？这个词我还是第一次听说。它是什么意思呢？

你还记得我在讲解回归的时候提到的目标函数吗？

是表达式 2.3.2 吗？

(4.3.1)

E(θ) =
1

2

n∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

没错，就是这个。我们要向这个目标函数增加下面这样的正则化项。

(4.3.2)

R(θ) =
λ

2

m∑
j=1

θ2j

是这样吗？

(4.3.3)

E(θ) =
1

2

n∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

+R(θ)

=
1

2

n∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

+
λ

2

m∑
j=1

θ2j

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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没错。我们要对这个新的目标函数进行最小化，这种方法就称为

正则化。

还挺简单的。m 是参数的个数吧？

是的。不过一般来说不对 θ0 应用正则化。所以仔细看会发现 j 的

取值是从 1 开始的。

这也就是说，假如预测函数的表达式为 fθ(x) = θ0 + θ1x + θ2x
2，

那么 m = 2 就意味着正则化的对象参数为 θ1 和 θ2？

是的。θ0 这种只有参数的项称为偏置项，一般不对它进行正则化。

那 λ 是什么？

λ 是决定正则化项影响程度的正的常数。这个值需要我们自己来定。

哦，这样就能防止过拟合啊。不过，我还不是很懂……

4.3.3 正则化的效果

光看表达式可能不容易理解。我们结合图来想象一下吧。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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结合目标函数的图形吗？

是的。首先把目标函数分成两个部分。

(4.3.4)

C(θ) =
1

2

n∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

R(θ) =
λ

2

m∑
j=1

θ2j

C(θ) 是本来就有的目标函数项，R(θ) 是正则化项。

嗯，C(θ) 和 R(θ) 相加之后就是新的目标函数，所以我们实际地

把这两个函数的图形画出来，加起来看看。不过参数太多就画不

出图来了，所以这里我们只关注 θ1。而且为了更加易懂，先不考

虑 λ。

好的。那我先从 C(θ) 开始画起……它的图形是什么样子来着？

不用太在意形状是否精确。在讲回归的时候，我们说过这个目

标函数开口向上，还记得吗？所以，我们假设它的形状是这样的

（图 4-14）。
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1 2 30−1−2−3 4 5

C(θ)

θ1

图 4-14

对，我们是说过它开口向上。

从图中马上就可以看出最小值在哪里。

最小值在 θ1 = 4.5 附近（图 4-15）。

1 2 30−1−2−3 4 5

最小值

C(θ)

θ1

图 4-15

是的。从这个目标函数在没有正则化项时的形状来看，θ1 = 4.5 附

近是最小值。接下来是 R(θ)，它就相当于 1
2
θ21，所以是过原点的

简单二次函数。这个你也能画出来吧？
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好的，这个简单。这样画没错吧（图 4-16）？

1 2 30−1−2−3 4 5

R(θ)

C(θ)

θ1

图 4-16

不错。实际的目标函数是这两个函数之和E(θ) = C(θ) + R(θ)，

你来画一下它的图形。顺便考虑一下最小值在哪里。

要画函数相加后的图形……是不是把 θ1 各点上的 C(θ) 和 R(θ) 的

高相加，然后用线把它们相连就好？是这样吧（图 4-17），最小值

是 θ1 = 0.9？

图 4-17

1 2 30−1−2−3 4 5

E(θ) = C(θ) + R(θ) R(θ)

C(θ)

θ1

最小值

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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与加正则化项之前相比，θ1 更接近 0 了，看出来了吗？

嗯，确实如此。本来是在 θ1 = 4.5 处最小，现在是在 θ1 = 0.9 处

最小，的确更接近 0 了。

这就是正则化的效果。它可以防止参数变得过大，有助于参数接

近较小的值。虽然我们只考虑了 θ1，但其他 θj 参数的情况也是类

似的。

这样就能防止过拟合了？

参数的值变小，意味着该参数的影响也会相应地变小。比如，有

这样的一个预测函数 fθ(x)。

(4.3.5)fθ(x) = θ0 + θ1x+ θ2x
2

这就是一个简单的二次方程嘛。

再极端一点，假设 θ2 = 0，这个表达式就从二次变为一次了。

也就是说没有 x2 项了。

对。这就意味着本来是曲线的预测函数变为直线了（图 4-18）。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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图 4-18

x x
1 2 30−1−2−3 1 2 30−1−2−3

fθ(x) fθ(x)

fθ(x) = θ0 + θ1x + θ2x
2 fθ(x) = θ0 + θ1x

这正是通过减小不需要的参数的影响，将复杂模型替换为简单模

型来防止过拟合的方式。

这个方式也很厉害嘛。

不过刚才的只是个例子，并不是一定要减小次数最高项的参数值。

整体思路你已经理解了吧？

嗯，就是为了防止参数的影响过大，在训练时要对参数施加一

些……一些惩罚，对吧？这个是惩罚吧？

没错，是的。就是要进行惩罚。

那一开始就提到的 λ，是可以控制正则化惩罚的强度吗？
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是的。比如令 λ = 0，那就相当于不使用正则化（图 4-19）。

x
1 2 30−1−2−3

fθ(x)

λ = 0

图 4-19

反过来 λ 越大，正则化的惩罚也就越严厉（图 4-20）。

x
1 2 30−1−2−3

fθ(x)

λ = 100

图 4-20
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4.3.4 分类的正则化

刚才讨论的是回归的情况，对于分类也可以应用正则化吗？

当然。你还记得逻辑回归的目标函数吗？

是对数似然函数吗？

(4.3.6)logL(θ) =
n∑

i=1

(
y(i) log fθ(x(i)) + (1 − y(i)) log(1 − fθ(x

(i)))
)

对，就是这个。分类也是在这个目标函数中增加正则化项就行了，

道理是相同的。

logL(θ) = −
n∑

i=1

(
y(i) log fθ(x(i)) + (1 − y(i)) log(1 − fθ(x

(i)))
)

+
λ

2

m∑
j=1

θ2j

(4.3.7)

咦，怎么在原来的目标函数上加上负号了呢？

对数似然函数本来以最大化为目标。但是，这次我想让它变成和

回归的目标函数一样的最小化问题，所以加了负号。这样就可以

像处理回归一样处理它，所以只要加上正则化项就可以了。

哦，原来是这样。反转符号是为了将最大化问题替换为最小化问

题呀。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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反转了符号之后，在更新参数时就要像回归一样，与微分的函数

的符号反方向移动才行。

嗯，这个没问题。等等，目标函数的形式变了，参数更新的表达

式也会变吧？

是的。不过，只要再把正则化项的部分也微分了就行，一点都不

难。我们从回归开始一起来做一下吧。

太好了！

4.3.5 包含正则化项的表达式的微分

刚才我们把回归的目标函数分成了 C(θ) 和 R(θ)。这是新的目标

函数的形式，我们要对它进行微分。

(4.3.8)E(θ) = C(θ) +R(θ)

嗯，因为是加法，所以对各部分进行偏微分对吧？

∂E(θ)

∂θj
=

∂C(θ)

∂θj
+

∂R(θ)

∂θj (4.3.9)

是的。C(θ) 是原来的目标函数，讲解回归的时候我们已经求过它

的微分形式了。还记得表达式 2.3.17 吗？

(4.3.10)

∂C(θ)

∂θj
=

n∑
i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j
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对呀，求过就不用再求了，所以接下来只要对正则化项进行微分

就行了。

没错。正则化项只是参数平方的和，所以它的微分也很好求。

(4.3.11)

R(θ) =
λ

2

m∑
j=1

θ2j

=
λ

2
θ21 +

λ

2
θ22 + · · ·+ λ

2
θ2m

确实……这样对吧？

(4.3.12)

∂R(θ)

∂θj
= λθj

嗯，对的。可以看出，在微分时表达式中的 1
2 被抵消，微分后的

表达式变简单了。

我懂了。那么最终的微分结果就是这样的。

(4.3.13)

∂E(θ)

∂θj
=

n∑
i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j + λθj

很好。剩下要做的就是把这个微分结果代入到参数更新表达式里去。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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是这样吗？

(4.3.14)

θj := θj − η

(
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j + λθj

)

没错，这就是加入了正则化项的参数更新表达式。不过，我们之

前说过一般不对 θ0 应用正则化。R(θ) 对 θ0 微分的结果为 0，所

以 j = 0 时表达式 4.3.14 中的 λθj 就消失了。因此，实际上我们需

要像这样区分两种情况。

θ0 : = θ0 − η

(
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j

)

θj : = θj − η

(
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j + λθj

)
(j > 0)

(4.3.15)

这个我也明白了。有了前面的知识作铺垫，现在还跟得上。

逻辑回归的流程也是一样的。原来的目标函数是 C(θ)，正则化项

是 R(θ)，现在对 E(θ) 进行微分。

(4.3.16)

C(θ) = −
n∑

i=1

(
y(i) log fθ(x(i)) + (1− y(i)) log(1− fθ(x

(i)))
)

R(θ) =
λ

2

m∑
j=1

θ2j

E(θ) = C(θ) +R(θ)

可以对每一项分别进行微分这一点和回归是相同的吧？
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∂E(θ)

∂θj
=

∂C(θ)

∂θj
+

∂R(θ)

∂θj (4.3.17)

是的。之前在表达式 3.7.16 中我们已经求过逻辑回归原来的目标

函数 C(θ) 的微分，不过现在考虑的是最小化问题，所以要注意在

前面加上负号。也就是要进行符号的反转。

(4.3.18)

∂C(θ)

∂θj
=

n∑
i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j

好的，这个没问题。

另外，刚才我们已经求过正则化项R(θ) 的微分了，可以直接使用。

(4.3.19)

∂R(θ)

∂θj
= λθj

哦哦，也就是说这次不需要任何新的计算。那么，参数更新表达

式应该是这样的——这次我把 θ0 的情况区分出来了。

θ0 : = θ0 − η

(
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j

)

θj : = θj − η

(
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j + λθj

)
(j > 0)

(4.3.20)

完全正确。刚才我介绍的方法其实叫 L2正则化。
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L2……？

除 L2 正则化方法之外，还有 L1 正则化方法。它的正则化项 R 是

这样的。

(4.3.21)

R(θ) = λ
m∑
i=1

|θi|

原来正则化的方法不止一个。那用哪个好呢？

L1 正则化的特征是被判定为不需要的参数会变为 0，从而减少变

量个数。而 L2 正则化不会把参数变为 0。刚才我说过二次式变为

一次式的例子吧，用 L1 正则化就真的可以实现了。

L2 正则化会抑制参数，使变量的影响不会过大，而 L1 会直接去

除不要的变量。

嗯。使用哪个正则化取决于要解决什么问题，不能一概而论。现

在只要记住有这样的方法就行，将来一定会有用的。

4.4 学习曲线

4.4.1 欠拟合

前面我们聊了很多过拟合的话题，而反过来又有一种叫作欠拟合

的状态，用英文说是 underfitting。在这种情况下模型的性能也会

变差。
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一个是过度训练，一个是过度不训练，“刚刚好”是很重要的呀。

嗯，不过要做到“刚刚好”出人意料地难。

欠拟合是与过拟合相反的状态，所以它是没有拟合训练数据的状

态吧？

是的。比如用直线对图中这种拥有复杂边界线的数据进行分类的情

况（图 4-21），无论怎样做都不能很好地分类，最终的精度会很差。

分类为
Negative

分类为
Positive

图 4-21

啊，这样完全不行呀。

出现这种情况的主要原因就是模型相对于要解决的问题来说太简

单了。

原因也和过拟合的情况相反。
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没错。过拟合与欠拟合基本上是相反关系，原因不同，解决方案

也不同。

4.4.2 区分过拟合与欠拟合

原来是这样。但是，我们只对模型进行评估，然后根据得到的模

型精度就能判断模型是过拟合还是欠拟合吗？

这是一个好问题。我也正想简单聊一下这个事情。

哦？难道我接近问题的核心了？

就像你想的那样，只根据精度不能判断是哪种不好的拟合。

啊，果然如此。那怎么样才能判断到底是过拟合还是欠拟合呢？

我们以数据的数量为横轴、以精度为纵轴，然后把用于训练的数

据和用于测试的数据画成图来看一看就知道了。

这是什么意思呢？

我们具体来看一个例子吧。考虑一下使用这样的 10 个训练数据进

行回归的场景（图 4-22）。
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图 4-22

这些数据似乎用二次函数来拟合比较合适。

是的，不过这里我们先假设 fθ(x)是一次函数。接着，只随便选择

其中的 2 个数据用作训练数据。

就 2 个吗？

嗯，你随便选 2 个吧。然后看一看只用这 2 个数据进行训练后，

fθ(x)是什么形状。

哦，随便选就行吗？那 fθ(x)就是这样的（图 4-23）？

图 4-23
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没错。在这个状态下，2 个点都完美拟合，误差为 0。

这是只有 2 个训练数据的缘故呀。一次函数肯定会以通过这 2 点

为目标去训练的。

那这次把 10 个数据都用来训练呢？

一次函数吗？尽可能地拟合数据……是这样吗（图 4-24）？

图 4-24

是这样的。不过在这种情况下，误差已经无法为 0 了。

fθ(x)是一次函数，这是没有办法的。

是的。这里我想说的就是如果模型过于简单，那么随着数据量的

增加，误差也会一点点变大。换句话说就是精度会一点点下降。
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嗯，的确是这样。

把这种情况画在刚才所说的以数据的数量为横轴、以精度为纵轴

的图上，形状大体上就是这样的（图 4-25）。

数据数量

精度

0

使用训练数据时的精度

图 4-25

我看懂了。一开始精度很高，但随着数据量的增加，精度一点点

地变低了。

接下来用测试数据来评估一下。假设在刚才的 10 个训练数据之

外，还有测试数据。我们用这些测试数据来评估各个模型，之后

用同样的方法求出精度，并画成图。

用测试数据先评估根据 2 个训练数据训练好的模型，再评估根据

10 个训练数据训练好的模型……然后依次求出精度？

对对。训练数据较少时训练好的模型难以预测未知的数据，所以

精度很低；反过来说，训练数据变多时，预测精度就会一点点地

变高。用图来展示就是这样的（图 4-26）。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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数据数量

精度

0

使用训练数据时的精度

使用测试数据时的精度

图 4-26

我明白了。

将两份数据的精度用图来展示后，如果是这种形状，就说明出现

了欠拟合的状态。也有一种说法叫作高偏差，指的是一回事。

这是一种即使增加数据的数量，无论是使用训练数据还是测试数

据，精度也都会很差的状态吧？

用语言来描述是这么回事。图中需要注意的点在这里（图 4-27）。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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数据数量

精度

0

使用训练数据时的精度低

差距小

图 4-27

而在过拟合的情况下，图是这样的（图 4-28）。这也叫作高方差。

数据数量

精度

0

使用训练数据时的精度

使用测试数据时的精度

图 4-28

随着数据量的增加，使用训练数据时的精度一直很高，而使用测

试数据时的精度一直没有上升到它的水准。

只对训练数据拟合得较好，这就是过拟合的特征。这张图中需要

注意的点在这里（图 4-29）。
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数据数量

精度

0

使用训练数据时的精度高

差距大

图 4-29

原来如此。这两张图分别展示了欠拟合和过拟合的特征。

像这样展示了数据数量和精度的图称为学习曲线。

学习曲线呀。那在知道模型精度低，却不知道是过拟合还是欠拟

合的时候，是不是画一下学习曲线就好了？

没错。通过学习曲线判断出是过拟合还是欠拟合之后，就可以采

取相应的对策以便改进模型了。

模型评估听上去很简单，但其实有很多内容。我现在知道为什么

说只懂得机器学习的算法是不够的了。

关于模型评估的指标和方法，除了今天讲的之外还有其他的，有

兴趣的话你自己研究一下哦。

好的，今天太感谢你了！



第5章

实现
使用 Python 编程

在这一章，绫乃终于要挑战回归和分类的编程实现了。

她能不能用代码来实现之前学到的东西呢？

附录 A.8 介绍了搭建编程环境的方法，大家也和绫乃一起编写代码吧。
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5.1 使用Python 实现

我已经从你这里学到回归、分类和模型的评估了，你还建议我学

些什么呢？

嗯……其实还有很多机器学习算法，而且最新的研究成果中也有

很多有意思的内容，研究一下就会发现有许多面向各种用途的

模型。不过，就基础知识而言，我觉得你现在学到的东西已经够

用了。

基础知识已经够用了吗……可我心里还很没底呀。

我觉得以你现在学到的知识，即使我不在你也可以继续研究下去。

因为在前面学习回归和分类的时候，我们已经看过用训练数据更

新参数的过程。虽然每一种算法的具体方法不同，但这个基本的

思路对于其他机器学习算法来说也是相通的。只要掌握了根据数

据来更新参数这一点，就容易理解算法了。

嗯，这个我知道。不过，我还是担心自己一个人不能理解。

试着使用某种语言实现回归和分类可以加深理解，要不咱们先一

起试一试？

哦，对呀！亲自实现一下比较好。

咱们一起来吧。你擅长哪种语言？
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我想用 Python 来试试，虽然我并不擅长这门语言……

你没怎么用过 Python 吧？真有挑战精神呀。

我知道它是机器学习领域常用的语言，所以对它有兴趣。我学过

它的基本语法，所以没问题的。

不愧是现役程序员，那我就放心了。

5.2 回归

5.2.1 确认训练数据

我们先从回归的实现开始。我随便准备了一些训练数据，就用它

们来实现吧。

■ click.csv

x,y

235,591

216,539

148,413

35,310

85,308

204,519

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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49,325

25,332

173,498

191,498

134,392

99,334

117,385

112,387

162,425

272,659

159,400

159,427

59,319

198,522

这就是所谓的训练数据吧。全是数字根本看不出是怎么回事。

是啊，先用 Matplotlib 绘图，结合图来看就好理解了（图 5-1）。

对哦。

提　示

Matplotlib 是一个绘图库。本书利用它来进行数据可视化，但绘图
部分的内容不是必须要学习的，大家可以适当跳过。欲详细了解
Matplotlib，请参考其官网。



第
3

章
第
4

章
第
5

章
附
 
录

第
2

章
第
1
章

157

提　示

下面执行 Python 的源代码。关于 Python 环境的准备和执行方法，请
参考附录 A.8 至附录 A.10。下面的示例代码中，“>>>”右侧的代码需
要逐行输入，然后敲回车键执行。如果出现了“…”，那就先缩进，再
输入代码、敲回车。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-1）

>>> import numpy as np

>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>>

>>> # 读入训练数据

>>> train = np.loadtxt('click.csv', delimiter=',', skiprows=1)

>>> train_x = train[:,0]

>>> train_y = train[:,1]

>>>

>>> # 绘图

>>> plt.plot(train_x, train_y, 'o')

>>> plt.show()

50 100 150 200 250

300

350

400

450

500

550

600

650

图 5-1

这段代码我看懂了。这个数据跟你在讲解回归时使用的数据很像啊。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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嗯，我就是仿照那个数据做的。

5.2.2 作为一次函数实现

首先把 fθ(x) 作为一次函数来实现吧。我们要实现下面这样的

fθ(x)和目标函数 E(θ)。

(5.2.1)

fθ(x) = θ0 + θ1x

E(θ) =
1

2

n∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

要进行 θ0 和 θ1 的初始化对吧？用随机值作初始值？

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-2）

>>> # 参数初始化

>>> theta0 = np.random.rand()

>>> theta1 = np.random.rand()

>>>

>>> # 预测函数

>>> def f(x):

...     return theta0 + theta1 * x

...

>>> # 目标函数

>>> def E(x, y):

...     return 0.5 * np.sum((y - f(x)) ** 2)

...
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没错，很好。

好的，这样就完成事前准备了。接下来要实现参数更新的部分啦。

在这之前，还有一件事情最好做一下：把训练数据变成平均值为

0、方差为 1 的数据。

欸，这是什么意思呢？

这个预处理不是必须的，但是做了之后，参数的收敛会更快。这

种做法也被称为标准化或者 z-score 规范化，变换表达式是这样

的。µ 是训练数据的平均值，σ 是标准差 �。

(5.2.2)
z(i) =

x(i) − µ

σ

哦，那事先还是做一下变换比较好呀。是这样吗？

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-3）

>>> # 标准化

>>> mu = train_x.mean()

>>> sigma = train_x.std()

>>> def standardize(x):

...     return (x - mu) / sigma

...

>>> train_z = standardize(train_x)

� 标准差为方差的平方根。——译者注
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是的。把变换后的数据也用图展现出来（图 5-2），我们会看到只

有横轴的刻度改变了。

明白了。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-4）

>>> plt.plot(train_z, train_y, 'o')

>>> plt.show()

300

350

400

450

500

550

600

650

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

图 5-2

果真如此。横轴的刻度变小了。

接下来就是参数更新部分的实现了。还记得更新表达式吗？
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(5.2.3)

θ0 : = θ0 − η
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)

θ1 : = θ1 − η
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x(i)

嗯，记得。将 η 设为多大的值合适呢？

这个不能一概而论，要试几次才能确定，先设置为 10−3吧。

好的。对了，你说过要对目标函数进行微分，不断重复参数的更

新，那么要重复几次呢？

我们可以指定次数，也可以比较参数更新前后目标函数的值，如

果值基本没什么变化，就可以结束学习了。

对哦，比较更新前后的值就行啦。

另外还有一点需要注意：参数的更新必须同时进行。θ0 更新结束后

准备更新 θ1 时，不能使用更新后的 θ0，而必须要使用更新前的 θ0。

原来是这样，那我就基于这些原则来实现了。这样对吗？我顺便

把日志也打出来吧。
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■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-5）

>>> # 学习率

>>> ETA = 1e-3

>>>

>>> # 误差的差值

>>> diff = 1

>>>

>>> # 更新次数

>>> count = 0

>>>

>>> # 重复学习

>>> error = E(train_z, train_y)

>>> while diff > 1e-2:

...     # 更新结果保存到临时变量

...     tmp0 = theta0 - ETA * np.sum((f(train_z) - train_y))

...     tmp1 = theta1 - ETA * np.sum((f(train_z) - train_y) * train_z)

...     # 更新参数

...     theta0 = tmp0

...     theta1 = tmp1

...     # 计算与上一次误差的差值

...     current_error = E(train_z, train_y)

...     diff = error - current_error

...     error = current_error

...     # 输出日志

...     count += 1

...     log = '第 {}次 : theta0 = {:.3f}, theta1 = {:.3f}, 差值 = {:.4f}'

...     print(log.format(count, theta0, theta1, diff))

...
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输出的日志是这样的。

■ 日志

# …省略…

第 401次 : theta0 = 420.440, theta1 = 88.324, 差值 = 0.0142

第 402次 : theta0 = 420.444, theta1 = 88.325, 差值 = 0.0137

第 403次 : theta0 = 420.447, theta1 = 88.325, 差值 = 0.0132

第 404次 : theta0 = 420.451, theta1 = 88.326, 差值 = 0.0127

第 405次 : theta0 = 420.454, theta1 = 88.327, 差值 = 0.0122

第 406次 : theta0 = 420.458, theta1 = 88.327, 差值 = 0.0117

第 407次 : theta0 = 420.461, theta1 = 88.328, 差值 = 0.0113

第 408次 : theta0 = 420.464, theta1 = 88.329, 差值 = 0.0109

第 409次 : theta0 = 420.467, theta1 = 88.330, 差值 = 0.0105

第 410次 : theta0 = 420.470, theta1 = 88.330, 差值 = 0.0101

第 411次 : theta0 = 420.473, theta1 = 88.331, 差值 = 0.0097

嗯，好像执行成功了。多次执行之后就会发现，循环次数和误差

的减少量在每次执行时都不一样，这一点需要注意。

这是因为参数的初始值是随机决定的吗？

是的。既然学习已经完成了，为了确认结果，我们用图来展示一

下训练数据和 fθ(x)吧（图 5-3）。
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■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-6）

>>> x = np.linspace(-3, 3, 100)

>>>

>>> plt.plot(train_z, train_y, 'o')

>>> plt.plot(x, f(x))

>>> plt.show()

−3 −2 −1 0 1 2 3

200

300

400

500

600

700

图 5-3

哇，好厉害。一次函数拟合了训练数据。

5.2.3 验证

试着随意输入 x 来预测点击量吧。不过要注意，由于已经对训练

数据进行了标准化，所以预测数据也要标准化，否则得不出正确

答案。

对哦，我们已经做了标准化。我来试试看。
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■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-7）

>>> f(standardize(100))

370.70966211722651

>>> f(standardize(200))

506.36421751505327

>>> f(standardize(300))

642.01877291287997

好厉害，预测出的结果很像那么回事！

这里汇总了你前面所写的代码。

■ 示例文件：regression1_linear.py �

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# 读入训练数据

train = np.loadtxt('click.csv', delimiter=',', dtype='int', skiprows=1)

train_x = train[:,0]

train_y = train[:,1]

# 标准化

mu = train_x.mean()

sigma = train_x.std()

�  欲执行这个示例代码文件，需要暂时结束交互式环境（参见附录 A.8.2）。不过之后的

示例代码 5-2-8 及后续代码都是示例代码 5-2-7 的延续，如果结束了交互式环境，就

需要重新输入从 5-2-1 开始的代码，这一点请注意。
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def standardize(x):

    return (x - mu) / sigma

train_z = standardize(train_x)

# 参数初始化

theta0 = np.random.rand()

theta1 = np.random.rand()

# 预测函数

def f(x):

    return theta0 + theta1 * x

# 目标函数

def E(x, y):

    return 0.5 * np.sum((y - f(x)) ** 2)

# 学习率

ETA = 1e-3

# 误差的差值

diff = 1

# 更新次数

count = 0

# 直到误差的差值小于 0.01为止，重复参数更新

error = E(train_z, train_y)

while diff > 1e-2:

    # 更新结果保存到临时变量
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    tmp_theta0 = theta0 - ETA * np.sum((f(train_z) - train_y))

    tmp_theta1 = theta1 - ETA * np.sum((f(train_z) - train_y) * train_z)

    # 更新参数

    theta0 = tmp_theta0

    theta1 = tmp_theta1

    # 计算与上一次误差的差值

    current_error = E(train_z, train_y)

    diff = error - current_error

    error = current_error

    # 输出日志

    count += 1

    log = '第 {}次 : theta0 = {:.3f}, theta1 = {:.3f}, 差值 = {:.4f}'

    print(log.format(count, theta0, theta1, diff))

# 绘图确认

x = np.linspace(-3, 3, 100)

plt.plot(train_z, train_y, 'o')

plt.plot(x, f(x))

plt.show()

用于实现的代码量比预想的要少很多嘛。

因为这是一个非常简单的问题呀。
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5.2.4 多项式回归的实现

我们顺便来实现多项式回归吧。

(5.2.4)fθ(x) = θ0 + θ1x+ θ2x
2

如果要使刚才的代码支持多项式回归，只需要增加参数 θ2，并替

换预测函数吧？

这么说虽然没错，但正如我们在学习多重回归时了解的那样，将

参数和训练数据都作为向量来处理，可以使计算变得更简单。

(5.2.5)

θ =



θ0
θ1
θ2


 x(i) =




1

x(i)

x(i)2




啊，向量呀……当时我们确实是那么做的。

不过由于训练数据有很多，所以我们把 1 行数据当作 1 个训练数

据，以矩阵的形式来处理会更好。

(5.2.6)

X =




x(1)T

x(2)T

x(3)T

...
x(n)T



=




1 x(1) x(1)2

1 x(2) x(2)2

1 x(3) x(3)2

...
1 x(n) x(n)2



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然后，再求这个矩阵与参数向量 θ的积。这样一下子就能计算好了。

(5.2.7)

Xθ =




1 x(1) x(1)2

1 x(2) x(2)2

1 x(3) x(3)2

...
1 x(n) x(n)2







θ0

θ1

θ2


 =




θ0 + θ1x
(1) + θ2x

(1)2

θ0 + θ1x
(2) + θ2x

(2)2

...
θ0 + θ1x

(n) + θ2x
(n)2




我明白啦！

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-8）

>>> # 初始化参数

>>> theta = np.random.rand(3)

>>>

>>> # 创建训练数据的矩阵

>>> def to_matrix(x):

...     return np.vstack([np.ones(x.shape[0]), x, x ** 2]).T

...

>>> X = to_matrix(train_z)

>>>

>>> # 预测函数

>>> def f(x):

...     return np.dot(x, theta)

...
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对对，就是这样。接下来参数更新的部分也要改一下。更新表达式

可以像这样写成通用的表达式，我们在学习多重回归时见过它 �。

(5.2.8)

θj := θj − η

n∑
i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j

这里很容易让人想到用循环来实现，但其实如果好好利用训练数

据的矩阵 X，就能一下子全部计算出来。

这是什么意思？

比如在 j = 0 的时候，把更新表达式的
∑

部分展开，就会变成这

样子。这个没问题吧？

(5.2.9)(fθ(x
(1))− y(1))x

(1)
0 + (fθ(x

(2))− y(2))x
(2)
0 + · · ·

嗯，这里只是把
∑

换成了加法形式。

把表达式中 fθ(x
(i)) − y(i) 和 x

(i)
0 的部分分别当作向量来处理。

(5.2.10)

f =




fθ(x
(1))− y(1)

fθ(x
(2))− y(2)

...
fθ(x

(n))− y(n)


 x0 =




x
(1)
0

x
(2)
0
...

x
(n)
0




� 参见 2.5 节的表达式 2.5.10。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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原来是这样。把 f 转置之后与 x0相乘，就与和的部分一样了。

(5.2.11)

n∑
i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
0 = fTx0

没错。这里考虑的还只是 j = 0 的情况，而参数共有 3 个，再用同

样的思路考虑 x1和 x2的情况就好了。

现在 x
(i)
0 全部为 1，x

(i)
1 为 x(i)、x

(i)
2 为 x(i)2，对吗？

(5.2.12)

x0 =




1

1
...
1


 , x1 =




x(1)

x(2)

...
x(n)


 , x2 =




x(1)2

x(2)2

...
x(n)2




X = [ x0 x1 x2 ] =




1 x(1) x(1)2

1 x(2) x(2)2

1 x(3) x(3)2

...
1 x(n) x(n)2




没错。

然后就该将 f 和这个 X 相乘了吧？

(5.2.13)fTX
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嗯，这样就能一次性地更新 θ 了。

的确如此，我试着实现一下……是这样的吗？

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-9）

>>> # 误差的差值

>>> diff = 1

>>>

>>> # 重复学习

>>> error = E(X, train_y)

>>> while diff > 1e-2:

...     # 更新参数

...     theta = theta - ETA * np.dot(f(X) - train_y, X)

...     # 计算与上一次误差的差值

...     current_error = E(X, train_y)

...     diff = error - current_error

...     error = current_error

...

很好，代码简单多了，也执行成功了。

再把结果绘图吧。

好，我们来看一下图（图 5-4）。
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■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-10）

>>> x = np.linspace(-3, 3, 100)

>>>

>>> plt.plot(train_z, train_y, 'o')

>>> plt.plot(x, f(to_matrix(x)))

>>> plt.show()

−3 −2 −1 0 1 2 3

300

400

500

600

700

800

图 5-4

这次变成了拟合训练数据的曲线了！

顺利完成。

实现了一遍之后，我的理解确实更深刻了。

以重复次数为横轴、均方误差为纵轴来绘图，应该还会看到曲线

不断下降的样子。
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均方误差是用表达式 4.2.1 计算的那个吗？

(5.2.14)

1

n

n∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

没错，就是这个。

在停止重复的条件里可以用上均方误差吧？我试试看（图 5-5）。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-11）

>>> # 均方误差

>>> def MSE(x, y):

...     return (1 / x.shape[0]) * np.sum((y - f(x)) ** 2)

...

>>> # 用随机值初始化参数

>>> theta = np.random.rand(3)

>>>

>>> # 均方误差的历史记录

>>> errors = []

>>>

>>> # 误差的差值

>>> diff = 1

>>>

>>> # 重复学习

>>> errors.append(MSE(X, train_y))

>>> while diff > 1e-2:

...     theta = theta - ETA * np.dot(f(X) - train_y, X)
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...     errors.append(MSE(X, train_y))

...     diff = errors[-2] - errors[-1]

...

>>> # 绘制误差变化图

>>> x = np.arange(len(errors))

>>>

>>> plt.plot(x, errors)

>>> plt.show()

0 100 200 300 400 500 600
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25000

50000

75000

100000

125000

150000

175000

图 5-5

误差果然不断在下降。

现在你对回归已经掌握得很好了。
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5.2.5 随机梯度下降法的实现

咱们再试试随机梯度下降法的实现吧？

好的，试试看吧。

随机梯度下降法的做法是使用表达式 2.6.2 来更新参数，表达式中

的 k 是随机选择的，对吧？

(5.2.15)θj := θj − η
(
fθ(x

(k))− y(k)
)
x
(k)
j

嗯。现在有了训练数据的矩阵 X，把行的顺序随机地予以调整，

然后重复应用更新表达式就行了。

我试试看。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-12）

>>> # 用随机数对参数初始化

>>> theta = np.random.rand(3)

>>>

>>> # 均方误差的历史记录

>>> errors = []

>>>

>>> # 误差的差值

>>> diff = 1

>>>
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>>> # 重复学习

>>> errors.append(MSE(X, train_y))

>>> while diff > 1e-2:

...     # 为了调整训练数据的顺序，准备随机的序列

...     p = np.random.permutation(X.shape[0])

...     # 随机取出训练数据，使用随机梯度下降法更新参数

...     for x, y in zip(X[p,:], train_y[p]):

...         theta = theta - ETA * (f(x) - y) * x

...     # 计算与上一次误差的差值

...     errors.append(MSE(X, train_y))

...     diff = errors[-2] - errors[-1]

...

没有错误，应该是正常执行了。再次绘图来确认一下（图 5-6）。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-2-13）

>>> x = np.linspace(-3, 3, 100)

>>>

>>> plt.plot(train_z, train_y, 'o')

>>> plt.plot(x, f(to_matrix(x)))

>>> plt.show()
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图 5-6

不错，拟合得很好。

对于多重回归的实现，也可以像多项式回归时那样使用矩阵吗？

基本上是可以的。不过要注意对多重回归的变量进行标准化时，

必须对每个参数都进行标准化。如果有变量 x1、x2、x3，就要分

别使用每个变量的平均值和标准差进行标准化。

(5.2.16)

z
(i)
1 =

x
(i)
1 − µ1

σ1

z
(i)
2 =

x
(i)
2 − µ2

σ2

z
(i)
3 =

x
(i)
3 − µ3

σ3

我明白了。
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统计学领域有一个著名的数据集，叫 Iris，使用 Iris 数据集来进行

各种尝试应该会很有意思。利用已学到的知识，你应该没问题的。

Iris 吗？谢谢，我下次用它试试看。

5.3 分类——感知机

5.3.1 确认训练数据

接下来我要挑战分类问题的实现！

我们接触过感知机和逻辑回归两种分类，先从感知机开始怎么样？

好啊，两个我都想试试。

和回归的时候一样，这次我又随便准备了一些用于分类的数据，

我们就用它们吧。
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■ images1.csv

x1,x2,y

153,432,-1

220,262,-1

118,214,-1

474,384,1

485,411,1

233,430,-1

396,361,1

484,349,1

429,259,1

286,220,1

399,433,-1

403,340,1

252,34,1

497,472,1

379,416,-1

76,163,-1

263,112,1

26,193,-1

61,473,-1

420,253,1

这是分类问题的训练数据吧。那和回归的时候一样，先将它们画

成图来看看吧。

好。在图中用圆点表示 y = 1的数据、用叉号表示 y = −1的数据

可能会更容易理解。
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我试试看（图 5-7）。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-3-1）

>>> import numpy as np

>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>>

>>> # 读入训练数据

>>> train = np.loadtxt('images1.csv', delimiter=',', skiprows=1)

>>> train_x = train[:,0:2]

>>> train_y = train[:,2]

>>>

>>> # 绘图

>>> plt.plot(train_x[train_y ==  1, 0], train_x[train_y ==  1, 1], 'o')

>>> plt.plot(train_x[train_y == -1, 0], train_x[train_y == -1, 1], 'x')

>>> plt.axis('scaled')

>>> plt.show()
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100

200

300

400

图 5-7
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啊啊，原来是这样的数据呀！

5.3.2 感知机的实现

首先要初始化感知机的权重，然后实现这个在表达式 3.3.1 中出现

的函数 fw(x)。

(5.3.1)

fw(x) =

{
1 (w · x ⩾ 0)

−1 (w · x < 0)

好，我先写一下权重初始化和用于定义判别函数的代码。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-3-2）

>>> # 权重的初始化

>>> w = np.random.rand(2)

>>>

>>> # 判别函数

>>> def f(x):

...     if np.dot(w, x) >= 0:

...         return 1

...     else:

...         return -1

...
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嗯，好的。接下来只需实现权重的更新表达式，也就是以前我们

讲过的表达式 3.3.3。很简单哦。

(5.3.2)

w :=

{
w + y(i)x(i) (fw(x

(i)) ̸= y(i))

w (fw(x
(i)) = y(i))

感知机停止学习的标准是什么呢？它没有类似于回归的目标函数

的东西吧？

根据精度来决定是否停止是最好的，不过这里我们姑且先重复 10

次好了。

好的！

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-3-3）

>>> # 重复次数

>>> epoch = 10

>>>

>>> # 更新次数

>>> count = 0

>>>

>>> # 学习权重

>>> for _ in range(epoch):

...     for x, y in zip(train_x, train_y):

...         if f(x) != y:

...             w = w + y * x

...             # 输出日志

...             count += 1

...             print('第 {}次 : w = {}'.format(count, w))

...
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输出的日志是这样的。

■ 日志

第 1次 : w = [-152.90496544 -431.57980099]

第 2次 : w = [ 321.09503456  -47.57980099]

第 3次 : w = [  88.09503456 -477.57980099]

第 4次 : w = [ 484.09503456 -156.57980099]

第 5次 : w = [  85.09503456 -589.57980099]

第 6次 : w = [ 488.09503456 -289.57980099]

第 7次 : w = [ 109.09503456 -705.57980099]

第 8次 : w = [ 372.09503456 -593.57980099]

第 9次 : w = [ 846.09503456 -209.57980099]

第 10次 : w = [ 613.09503456 -639.57980099]

那我们画一条直线看看吧。使权重向量成为法线向量的直线方程

是内积为 0 的 x 的集合。所以对它进行移项变形，最终绘出以下

表达式的图形即可。

(5.3.3)

w · x = w1x1 + w2x2 = 0

x2 = −w1

w2

x1

嗯，我试试看（图 5-8）。
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■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-3-4）

>>> x1 = np.arange(0, 500)

>>>

>>> plt.plot(train_x[train_y ==  1, 0], train_x[train_y ==  1, 1], 'o')

>>> plt.plot(train_x[train_y == -1, 0], train_x[train_y == -1, 1], 'x')

>>> plt.plot(x1, -w[0] / w[1] * x1, linestyle='dashed')

>>> plt.show()
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图 5-8

分类效果真不错啊。这次没有对训练数据进行标准化，居然也可

以执行。

是的。一开始我就说过，一般来说进行标准化效果会更好，但不

标准化有时也可以执行。这次就是一个例子。

5.3.3 验证

那我随便拿几个不同大小的图像让模型分类看看。
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■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-3-5）

>>> # 200×100的横向图像

>>> f([200, 100])

1

>>> # 100×200的纵向图像

>>> f([100, 200])

-1

分类得不错嘛。

我把你写的感知机程序总结了一下。

■ 示例文件：classification1_perceptron.py

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# 读入训练数据

train = np.loadtxt('images1.csv', delimiter=',', skiprows=1)

train_x = train[:,0:2]

train_y = train[:,2]

# 权重初始化

w = np.random.rand(2)

# 判别函数

def f(x):

    if np.dot(w, x) >= 0:
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        return 1

    else:

        return -1

# 重复次数

epoch = 10

# 更新次数

count = 0

# 学习权重

for _ in range(epoch):

    for x, y in zip(train_x, train_y):

        if f(x) != y:

            w = w + y * x

            # 输出日志

            count += 1

            print('第 {}次 : w = {}'.format(count, w))

# 绘图确认

x1 = np.arange(0, 500)

plt.plot(train_x[train_y ==  1, 0], train_x[train_y ==  1, 1], 'o')

plt.plot(train_x[train_y == -1, 0], train_x[train_y == -1, 1], 'x')

plt.plot(x1, -w[0] / w[1] * x1, linestyle='dashed')

plt.show()

我们刚才试验的都是二维数据，如果增加训练数据和 w 的维度，

那么模型也可以处理三维以上的数据。不过模型依然只能解决线

性可分的问题。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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感知机还挺简单的。

5.4 分类——逻辑回归

5.4.1 确认训练数据

下一个要做的是逻辑回归！训练数据就先用实现感知机时用过的

数据吧？

那个数据中的 x1 和 x2 可以不变，但 y 需要变一下。因为在逻辑

回归中，我们需要把横向分配为 1、纵向分配为 0。

哦，对哦。那我修改一下训练数据中 y 的值。

■ images2.csv

x1,x2,y

153,432,0

220,262,0

118,214,0

474,384,1

485,411,1

233,430,0

396,361,1

484,349,1

429,259,1



第
3

章
第
4

章
第
5

章
附
 
录

第
2

章
第
1
章

189

286,220,1

399,433,0

403,340,1

252,34,1

497,472,1

379,416,0

76,163,0

263,112,1

26,193,0

61,473,0

420,253,1

5.4.2 逻辑回归的实现

首先初始化参数，然后对训练数据标准化吧。x1和 x2 要分别标准

化。另外不要忘了加一个 x0 列。

知道了。对 x1和 x2 分别取平均值和标准差，进行标准化（图 5-9）。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-1）

>>> import numpy as np

>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>>

>>> # 读入训练数据

>>> train = np.loadtxt('images2.csv', delimiter=',', skiprows=1)

>>> train_x = train[:,0:2]

>>> train_y = train[:,2]

>>>
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>>> # 初始化参数

>>> theta = np.random.rand(3)

>>>

>>> # 标准化

>>> mu = train_x.mean(axis=0)

>>> sigma = train_x.std(axis=0)

>>> def standardize(x):

...     return (x - mu) / sigma

...

>>> train_z = standardize(train_x)

>>>

>>> # 增加 x0

>>> def to_matrix(x):

...     x0 = np.ones([x.shape[0], 1])

...     return np.hstack([x0, x])

...

>>> X = to_matrix(train_z)

>>>

>>> # 将标准化后的训练数据画成图

>>> plt.plot(train_z[train_y == 1, 0], train_z[train_y == 1, 1], 'o')

>>> plt.plot(train_z[train_y == 0, 0], train_z[train_y == 0, 1], 'x')

>>> plt.show()
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图 5-9
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轴的刻度变了，说明标准化成功了。

下一个要做的是预测函数的实现。还记得在表达式 3.5.2 见过的

sigmoid 函数吗？

(5.4.1)
fθ(x) =

1

1 + exp(−θTx)

当然，这样就可以了吧？

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-2）

>>> # sigmoid函数

>>> def f(x):

...     return 1 / (1 + np.exp(-np.dot(x, theta)))

...

到此事前准备就结束了，接下来是参数更新部分的实现。学习逻

辑回归的时候，我们进行了定义逻辑回归的似然函数，对对数似

然函数进行微分等一系列操作，然后最终得到的参数更新表达式

3.7.18 是这样的。

(5.4.2)

θj := θj − η
n∑

i=1

(
fθ(x

(i))− y(i)
)
x
(i)
j

与回归时一样，将 fθ(x
(i)) − y(i) 当作向量来处理，将它与训练数

据的矩阵相乘就行了吧？

没错。我们把重复次数设置得稍微多一点，比如 5000 次左右。在

实际问题中需要通过反复尝试来设置这个值，即通过确认学习中

的精度来确定重复多少次才足够好。
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好的，我实现一下试试。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-3）

>>> # 学习率

>>> ETA = 1e-3

>>>

>>> # 重复次数

>>> epoch = 5000

>>>

>>> # 重复学习

>>> for _ in range(epoch):

...     theta = theta - ETA * np.dot(f(X) - train_y, X)

...

程序执行成功了。

那我们用图来确认一下结果吧。之前说过在逻辑回归中，θTx = 0

这条直线是决策边界。

也就是说，θTx ⩾ 0时图像是横向的，θTx < 0 时图像是纵向的。

对，将 θTx = 0 变形并加以整理，得到这样的表达式。你把它用

图来展示一下看看。
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(5.4.3)

θTx = θ0x0 + θ1x1 + θ2x2

= θ0 + θ1x1 + θ2x2 = 0

x2 = −θ0 + θ1x1

θ2

它的代码与实现感知机时的代码差不多（图 5-10）。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-4）

>>> x0 = np.linspace(-2, 2, 100)

>>>

>>> plt.plot(train_z[train_y == 1, 0], train_z[train_y == 1, 1], 'o')

>>> plt.plot(train_z[train_y == 0, 0], train_z[train_y == 0, 1], 'x')

>>> plt.plot(x0, -(theta[0] + theta[1] * x0) / theta[2],

linestyle='dashed')

>>> plt.show()
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图 5-10

现在通过逻辑回归也能很好地分类了！
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5.4.3 验证

接下来我们尝试对任意图像进行分类。不要忘了对预测数据进行

标准化哦。

我试试看。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-5）

>>> f(to_matrix(standardize([

...     [200,100], # 200×100的横向图像

...     [100,200]  # 100×200的纵向图像

... ])))

array([ 0.91740319,  0.02955752])

这个结果是怎么回事呀？

fθ(x)返回的是 x 为横向的概率。

哦哦，对啊。所以前面 200 × 100 的图像对应的值 0.917 403 19 意

味着图像是横向的概率为 91.7%，而 100 × 200 的图像对应的值

0.029 557 52 意味着图像是纵向的概率为 2.9%。

没错。直接看概率可能不够直观，我们可以确定一个阈值，然后

定义一个根据阈值返回 1 或 0 的函数。

有道理。是这样吗？
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■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-6）

>>> def classify(x):

...     return (f(x) >= 0.5).astype(np.int)

...

>>> classify(to_matrix(standardize([

...     [200,100], # 200×100的横向图像

...     [100,200]  # 100×200的纵向图像

... ])))

array([1, 0])

这样确实更容易理解。200×100 被分类为横向，而 100×200 被分

类为纵向了。

那我和之前一样，把你写的代码汇总起来。

■ 示例文件：classification2_logistic_regression.py

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# 读入训练数据

train = np.loadtxt('images2.csv', delimiter=',', skiprows=1)

train_x = train[:,0:2]

train_y = train[:,2]

# 参数初始化

theta = np.random.rand(3)

# 标准化

mu = train_x.mean(axis=0)

sigma = train_x.std(axis=0)

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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def standardize(x):

    return (x - mu) / sigma

train_z = standardize(train_x)

# 增加 x0

def to_matrix(x):

    x0 = np.ones([x.shape[0], 1])

    return np.hstack([x0, x])

X = to_matrix(train_z)

# sigmoid函数

def f(x):

    return 1 / (1 + np.exp(-np.dot(x, theta)))

# 分类函数

def classify(x):

    return (f(x) >= 0.5).astype(np.int)

# 学习率

ETA = 1e-3

# 重复次数

epoch = 5000

# 更新次数

count = 0

# 重复学习

for _ in range(epoch):

    theta = theta - ETA * np.dot(f(X) - train_y, X)
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    # 日志输出

    count += 1

    print('第 {}次 : theta = {}'.format(count, theta))

# 绘图确认

x0 = np.linspace(-2, 2, 100)

plt.plot(train_z[train_y == 1, 0], train_z[train_y == 1, 1], 'o')

plt.plot(train_z[train_y == 0, 0], train_z[train_y == 0, 1], 'x')

plt.plot(x0, -(theta[0] + theta[1] * x0) / theta[2], linestyle='dashed')

plt.show()

5.4.4 线性不可分分类的实现

再试一下线性不可分问题怎么样？

嗯，我要试！

那这次使用这样的数据吧。

■ data3.csv

x1,x2,y

0.54508775,2.34541183,0

0.32769134,13.43066561,0

4.42748117,14.74150395,0

2.98189041,-1.81818172,1

4.02286274,8.90695686,1

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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2.26722613,-6.61287392,1

-2.66447221,5.05453871,1

-1.03482441,-1.95643469,1

4.06331548,1.70892541,1

2.89053966,6.07174283,0

2.26929206,10.59789814,0

4.68096051,13.01153161,1

1.27884366,-9.83826738,1

-0.1485496,12.99605136,0

-0.65113893,10.59417745,0

3.69145079,3.25209182,1

-0.63429623,11.6135625,0

0.17589959,5.84139826,0

0.98204409,-9.41271559,1

-0.11094911,6.27900499,0

哇，这和之前的数据不一样，有点看不明白啊。我先按照之前的

标准做法，将它们画成图看看（图 5-11）。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-7）

>>> import numpy as np

>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>>

>>> # 读入训练数据

>>> train = np.loadtxt('data3.csv', delimiter=',', skiprows=1)

>>> train_x = train[:,0:2]

>>> train_y = train[:,2]

>>>

>>> plt.plot(train_x[train_y == 1, 0], train_x[train_y == 1, 1], 'o')

>>> plt.plot(train_x[train_y == 0, 0], train_x[train_y == 0, 1], 'x')

>>> plt.show()
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图 5-11

这个数据看上去确实不能用一条直线来分类，要用二次函数吗？

是的。在训练数据里加上 x2
1 就能很好地分类了。

也就是说要增加一个 θ3 参数，参数总数达到四个了。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-8）

>>> # 参数初始化

>>> theta = np.random.rand(4)

...

>>> # 标准化

>>> mu = train_x.mean(axis=0)

>>> sigma = train_x.std(axis=0)

>>> def standardize(x):

...     return (x - mu) / sigma

...

>>> train_z = standardize(train_x)

>>>
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>>> # 增加 x0和 x3

>>> def to_matrix(x):

...     x0 = np.ones([x.shape[0], 1])

...     x3 = x[:,0,np.newaxis] ** 2

...     return np.hstack([x0, x, x3])

...

>>> X = to_matrix(train_z)

没错。sigmoid 函数和学习的部分与刚才完全一样就行，可以直接

执行了。

那我就把它们复制过来好了。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-9）

>>> # sigmoid函数

>>> def f(x):

...     return 1 / (1 + np.exp(-np.dot(x, theta)))

...

>>> # 学习率

>>> ETA = 1e-3

>>>

>>> # 重复次数

>>> epoch = 5000

>>>

>>> # 重复学习

>>> for _ in range(epoch):

...     theta = theta - ETA * np.dot(f(X) - train_y, X)

...
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没有发生错误，好像执行成功了。那怎么把结果画成图呢？

对于有四个参数的 θTx = 0 可以这样变形，然后按这个公式画图

就行了。

(5.4.4)

θTx = θ0x0 + θ1x1 + θ2x2 + θ3x
2
1

= θ0 + θ1x1 + θ2x2 + θ3x
2
1 = 0

x2 = −θ0 + θ1x1 + θ3x
2
1

θ2

对哦，我本来也想导出表达式来着……我试试（图 5-12）。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-10）

>>> x1 = np.linspace(-2, 2, 100)

>>> x2 = -(theta[0] + theta[1] * x1 + theta[3] * x1 ** 2) / theta[2]

>>>

>>> plt.plot(train_z[train_y == 1, 0], train_z[train_y == 1, 1], 'o')

>>> plt.plot(train_z[train_y == 0, 0], train_z[train_y == 0, 1], 'x')

>>> plt.plot(x1, x2, linestyle='dashed')

>>> plt.show()
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图 5-12

哇，好厉害。决策边界已经变成曲线了。

和回归时一样，将重复次数作为横轴、精度作为纵轴来绘图，这

次应该会看到精度上升的样子。

在表达式 4.2.2 中我们看到过精度的计算方法，是这个表达式吗？

(5.4.5)
Accuracy =

TP + TN
TP + FP + FN + TN

嗯，就是这个。这个值是被正确分类的数据个数占全部个数的比例。

好的，我来验证一下（图 5-13）。
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■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-11）

>>> # 参数初始化

>>> theta = np.random.rand(4)

>>>

>>> # 精度的历史记录

>>> accuracies = []

>>>

>>> # 重复学习

>>> for _ in range(epoch):

...     theta = theta - ETA * np.dot(f(X) - train_y, X)

...     # 计算现在的精度

...     result = classify(X) == train_y

...     accuracy = len(result[result == True]) / len(result)

...     accuracies.append(accuracy)

...

>>> # 将精度画成图

>>> x = np.arange(len(accuracies))

>>>

>>> plt.plot(x, accuracies)

>>> plt.show()
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随着次数的增加，精度的确变好了。不过，这条线怎么有棱有角的？

这是训练数据只有 20 个的缘故。精度值只能为 0.05 的整数倍，所

以这条线看起来有棱有角。

这样呀，不过仔细一想确实是这样。

而且从图中可以看出，在重复满 5000 次之前，精度已经到 1.0 了。

刚才我是随口说了个 5000 次，也可以像这样，每次学习后都计算

精度，当精度达到满意的程度后就停止学习。

一开始你说过根据精度来决定是否停止，说的就是这事儿吧？

5.4.5 随机梯度下降法的实现

我们要不要再像回归时所做的那样，试试随机梯度下降法的实现？

嗯，我试试看。不过要做的也就是把学习部分稍稍修改一下吧？

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-12）

>>> # 参数初始化

>>> theta = np.random.rand(4)

>>>

>>> # 重复学习
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>>> for _ in range(epoch):

...     # 使用随机梯度下降法更新参数

...     p = np.random.permutation(X.shape[0])

...     for x, y in zip(X[p,:], train_y[p]):

...         theta = theta - ETA * (f(x) - y) * x

嗯，这样就可以了。

再用图来确认一下（图 5-14）。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-4-13）

>>> x1 = np.linspace(-2, 2, 100)

>>> x2 = -(theta[0] + theta[1] * x1 + theta[3] * x1 ** 2) / theta[2]

>>>

>>> plt.plot(train_z[train_y == 1, 0], train_z[train_y == 1, 1], 'o')

>>> plt.plot(train_z[train_y == 0, 0], train_z[train_y == 0, 1], 'x')

>>> plt.plot(x1, x2, linestyle='dashed')

>>> plt.show()
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图 5-14

分类的效果很不错！

现在你应该也掌握分类了。Iris 数据集也可以用在分类上，你可以

用它进行更多的尝试。

5.5 正则化

5.5.1 确认训练数据

对了，我还想试试正则化。

哦，对哦。确认一下正则化的行为比较好。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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嗯。我估计它的实现也是稍稍修改一下学习部分就行了，没错吧？

是的。不过除了应用正则化以外，如果能通过比较过拟合时图的

状态和应用了正则化后图的状态，具体总结出正则化对模型施加

了什么样的影响就更好了。

这么说我首先还得特意弄出一个过拟合的状态……减少训练数据、

增加训练次数就行了是吗？

基本做法是这样的。对于正则化，我也试错了好多次才很好地实

现了可视化，所以这次我就一边写一边说明吧，好吗？

哦哦，这样呀。那边说边写再好不过了，谢谢啦。

首先来看一下这样的函数。

(5.5.1)g(x) = 0.1(x3 + x2 + x)

我们造一些向这个 g(x) 加入了一点噪声的训练数据，然后将它们

画成图（图 5-15）。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-5-1）

>>> import numpy as np

>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>>

>>> # 真正的函数

>>> def g(x):

...     return 0.1 * (x ** 3 + x ** 2 + x)
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...

>>> # 随意准备一些向真正的函数加入了一点噪声的训练数据

>>> train_x = np.linspace(-2, 2, 8)

>>> train_y = g(train_x) + np.random.randn(train_x.size) * 0.05

>>>

>>> # 绘图确认

>>> x = np.linspace(-2, 2, 100)

>>> plt.plot(train_x, train_y, 'o')

>>> plt.plot(x, g(x), linestyle='dashed')

>>> plt.ylim(-1, 2)

>>> plt.show()
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图 5-15

虚线就是正确的 g(x) 的图形，圆点就是加入了一点噪声的训练数

据。我先准备了 8 个数据。

好的。

假设我们用 10 次多项式来学习这个训练数据。首先编写从创建训

练数据的矩阵到预测函数的定义为止的代码。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-5-2）

>>> # 标准化

>>> mu = train_x.mean()

>>> sigma = train_x.std()

>>> def standardize(x):

...     return (x - mu) / sigma

...

>>> train_z = standardize(train_x)

>>>

>>> # 创建训练数据的矩阵

>>> def to_matrix(x):

...     return np.vstack([

...         np.ones(x.size),

...         x,

...         x ** 2,

...         x ** 3,

...         x ** 4,

...         x ** 5,

...         x ** 6,

...         x ** 7,

...         x ** 8,

...         x ** 9,

...         x ** 10,

...     ]).T

...

>>> X = to_matrix(train_z)

>>>

>>> # 参数初始化

>>> theta = np.random.randn(X.shape[1])

>>>

>>> # 预测函数

>>> def f(x):

...     return np.dot(x, theta)

...



第 5 章 实现210

到这里为止都没问题吧？

嗯，没问题。10 次多项式，这个好厉害。包括参数 θ0 在内，一共

有 11 个参数了。

5.5.2 不应用正则化的实现

那我们就开始实现学习部分吧。首先是不应用正则化的状态（图

5-16）。η 值和学习的结束条件是根据我之前多次尝试的结果来决

定的。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-5-3）

>>> # 目标函数

>>> def E(x, y):

...     return 0.5 * np.sum((y - f(x)) ** 2)

...

>>> # 学习率

>>> ETA = 1e-4

>>>

>>> # 误差

>>> diff = 1

>>>

>>> # 重复学习

>>> error = E(X, train_y)

>>> while diff > 1e-6:

...     theta = theta - ETA * np.dot(f(X) - train_y, X)

...     current_error = E(X, train_y)

...     diff = error - current_error
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...     error = current_error

...

>>> # 对结果绘图

>>> z = standardize(x)

>>> plt.plot(train_z, train_y, 'o')

>>> plt.plot(z, f(to_matrix(z)))

>>> plt.show()
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图 5-16

这个图像怎么看上去歪歪扭扭的。�

这就是发生了过拟合的状态。由于参数的初始值是随机数，所以

每次执行时这个图的形状都不一样。但是，从该图中也能看出它

与 g(x) 相差很远。

如果应用了正则化，这个图就会变好一点吧？

�  大家得到的图 5-16～图 5-18 有可能与书中印刷的图形不同，而且每次执行时形状都

会发生变化。
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5.5.3 应用了正则化的实现

那我们就应用正则化来学习看看（图 5-17）。λ 的值也是根据我之

前多次尝试的结果来决定的。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-5-4）

>>> # 保存未正则化的参数，然后再次参数初始化

>>> theta1 = theta

>>> theta = np.random.randn(X.shape[1])

>>>

>>> # 正则化常量

>>> LAMBDA = 1

>>>

>>> # 误差

>>> diff = 1

>>>

>>> # 重复学习（包含正则化项）

>>> error = E(X, train_y)

>>> while diff > 1e-6:

...     # 正则化项。偏置项不适用正则化，所以为 0

...     reg_term = LAMBDA * np.hstack([0, theta[1:]])

...     # 应用正则化项，更新参数

...     theta = theta - ETA * (np.dot(f(X) - train_y, X) + reg_term)

...     current_error = E(X, train_y)

...     diff = error - current_error

...     error = current_error

...

>>> # 对结果绘图

>>> plt.plot(train_z, train_y, 'o')

>>> plt.plot(z, f(to_matrix(z)))

>>> plt.show()
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图 5-17

好厉害，现在的模型比刚才的更拟合训练数据。

为了便于比较，我把未应用和应用了正则化这两种情况展示在一

张图上了（图 5-18）。虚线是未应用正则化的情况，而实线是应用

了正则化的情况。

■ 在 Python 交互式环境中执行（示例代码：5-5-5）

>>> # 保存应用了正则化的参数

>>> theta2 = theta

>>>

>>> plt.plot(train_z, train_y, 'o')

>>>

>>> # 画出未应用正则化的结果

>>> theta = theta1

>>> plt.plot(z, f(to_matrix(z)), linestyle='dashed')

>>>

>>> # 画出应用了正则化的结果

>>> theta = theta2

>>> plt.plot(z, f(to_matrix(z)))

>>>

>>> plt.show()

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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图 5-18

正则化很有效果嘛！

这就是正则化的实际效果了。这下掌握了吧？

嗯，必须的。通过实际执行代码来确认的做法更有助于理解嘛。

那是，百闻不如一见呀。

这样就全部实现一遍了。代码实现比我想象的简单多了，而且极

大地加深了理解，真是太好了！今天真是太感谢了。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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5.6 后话

最近怎么样？

多亏有你，我现在关于机器学习的学习进展得很顺利。不仅能清

晰地想象出根据数据更新参数的样子，而且在读到新方法的解释

时也能不费劲地理解它的意思了。

那太好了。看来我没有白教。

我最近才知道，原来梯度下降法有几个亚种，如动量法、Adagrad、

Adadelta 和 Adam 等。我正在学习它们如何优化参数、每种方法

的优缺点是什么。

对的。优化方法也有很多。

还有，你不是教给我线性回归、感知机和逻辑回归了嘛，我现在

也在学习它们之外的算法。我查了一下，发现有随机森林、支持

向量机和朴素贝叶斯等许许多多的算法。想出这些算法的人都好

厉害。

你看上去非常开心呀。

嗯，开心。因为我学到了新的东西。其实我还在公司的一个系统

里引入了机器学习。

是吗？引入机器学习做什么？
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我们公司提供的服务里，有人工审核帖子中是否包含色情、暴力

或脏话等不良内容的服务。工作量相当大，非常花时间，所以我

尝试用机器学习来获得每个帖子中包含不良内容的概率。这样就

帮到了审核团队，他们可以按照概率从高到低的顺序来审核。

好厉害。这个辅助工具用起来效果不错吧？

现在用得很好。我的上司和相关部门的同事都对我说了“谢谢”，

我好开心。

你现在已经完全是一名机器学习工程师了嘛。我教了你这么多，

你是不是要表示表示呀？

没问题！咱们去吃甜点吧，当然我请。

这主意还不赖哦。
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A.1 求和符号、求积符号

在表示求和运算时可以用求和符号


（读作“西格玛”）。假设现在我们

要做从 1 加到 100 的简单求和运算。

(A.1.1)1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ 99 + 100

写 100 个数字很麻烦，所以这个表达式中用了省略号，但是如果用求和

符号，它就可以变得像下面这样简单。

100∑
i=1

i
(A.1.2)

这个表达式的意思是从 i = 1开始，加到 100 为止。这是明确地表明要加

到 100 的情况，对于那些不知道要加到多少的情况，可以用 n 来表示。

n∑
i=1

i
(A.1.3)

在正文中出现过这样的表达式（第 2 章的表达式 2.3.2），那个表达式中

用的也是 n。n 的意思是训练数据可能是 10 个，也可能是 20 个，因为现在还

不明确，所以先用 n 来代替。像这种还不明确具体要加到多少个的情况，


也能很好地表示。

大家应该知道，正文中的那个表达式如果不使用


符号，就会变成这个

样子。

(A.1.4)

E(θ) =
1

2

n∑
i=1

(
y(i) − fθ(x

(i))
)2

=
1

2

((
y(1) − fθ(x

(1))
)2

+
(
y(2) − fθ(x

(2))
)2

+ · · · +
(
y(n) − fθ(x

(n))
)2

)



219

第
3

章
第
4

章
第
5

章
附
 
录

第
2

章
第
1
章

另外，对集合也可以使用求和符号。比如有下面这样的偶数集合。

G = {2, 4, 6, 8, 10} (A.1.5)

如果要把这个集合 G 的所有元素相加，表达式可以这样写。

∑
g∈G

g
(A.1.6)

它的意思是 2 + 4 + 6 + 8 + 10。虽然和本章开头的例子不一样，没有指

定开始和结束条件，但是请大家记住，我们也可以像这样对集合应用求和符号。

另外，表示乘法运算的一个很方便的符号是求积符号


（读作“派”）。


是


的乘法版本。我们考虑一下这样的乘法运算。

(A.1.7)1× 2× 3× 4 · · · 99× 100

用求积符号可以将它写成这样。

100∏
i=1

i
(A.1.8)

与


一样，在不知道要乘多少个时，也可以使用 n。

n∏
i=1

i
(A.1.9)
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A.2 微分

在机器学习领域，有多种解决最优化问题的方法，其中之一就是使用微

分。除机器学习领域之外，微分还被应用于各种各样的场景，是非常重要的

概念，建议大家一定要掌握它的基础知识。在这里，我简单地介绍一下微分

的基础知识。

通过微分，可以得知函数在某个点的斜率，也可以了解函数在瞬间的变

化。只这么说可能不太好理解，我们来看一个具体的例子。请想象一下开车

行驶在大街上的场景。设横轴为经过时间、纵轴为行驶距离，那么下面的图

A-1 应该可以表现二者的关系。

时间10 s 20 s 30 s 40 s

50 m

100 m

150 m

200 m

距
离

信号灯为绿色时行驶

信号灯为红色时停车

发动车辆

图 A-1

从图中可以看出，车辆在 40 s 内大约行驶了 120 m，所以用下述表达式

可以很快地计算出这一期间的行驶速度。

120 m
40 s = 3 m/s

(A.2.1)

不过这是平均速度，车辆并没有一直保持 3 m/s 的速度。从图中也可以

看出，车辆在刚发动时速度较慢，缓缓前进，而在因红灯而停止时速度变为

0，完全不动了。就像这样，一般来说各个时间点的瞬时速度都取值不同。
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刚才我们计算了 40 s 内的速度，为了求出“瞬间的变化量”，我们来渐渐

缩小时间的间隔。看一下图 A-2 中 10 s 到 20 s 的情况。这一期间车辆跑了大

约 60 m，所以可以这样求出它的速度。

时间10 s 20 s 30 s 40 s

50 m

100 m

150 m

200 m

距
离

图 A-2

60 m
10 s = 6 m/s

(A.2.2)

这与求某个区间内图形的斜率是一回事。使用同样的做法，接着求 10 s

和 11 s 之间的斜率，进而求 10.0 s 和 10.1 s 之间的斜率。逐渐缩小时间的间

隔，最终就可以得出 10 s 那一瞬间的斜率，也就是速度。像这样缩小间隔求

斜率的方法正是微分。

为了求得这种“瞬间的变化量”，我们设函数为 f(x)、h 为微小的数，那

么函数 f(x) 在点 x 的斜率就可以用以下表达式表示。

d
dxf(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h (A.2.3)

※ �d
dx 称为微分运算符，在表示 f(x) 的微分时可以写作 df(x)

dx 或 d
dxf(x)。

此外，同样用于表示微分的符号还有撇（′），f(x) 的微分也可以表示为

f ′(x)。用哪一种写法都没有问题，本书统一使用微分运算符 d
dx 的写法。
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用字母来描述可能会让大家感到突然变难了，所以我们代入具体的数字

来看看，这样有助于理解。比如，考虑一下刚才那个计算 10.0 s 和 10.1 s 之

间的斜率的例子。在那种情况下 x = 10、h = 0.1。假设车辆在 10.0 s 那个时

间点行驶了 40.0 m，在 10.1 s 的时间点行驶了 40.6 m，那么可以进行如下

计算。

f(10 + 0.1)− f(10)

0.1
=

40.6− 40

0.1
= 6 (A.2.4)

这里的 6 就是斜率，在这个例子中它表示速度。本来 h 应当无限接近

0，所以要用比 0.1 小得非常多的值来计算，但这里只是一个例子，姑且就用

h = 0.1 了。

通过计算这样的表达式，可以求出函数 f(x) 在点 x 的斜率，也就是说可

以微分。实际上，直接用这个表达式也不太容易计算，但微分有一些很有用

的、值得我们去记住的特性。这里就介绍一些在本书中会用到的特性。

第一个特性是当 f(x) = xn 时，对它进行微分可以得到以下表达式。

d
dxf(x) = nxn−1

(A.2.5)

第二个特性是若有函数 f(x) 和 g(x)，以及常数 a，那么下述微分表达式

成立。它们体现出来的特性被称为线性。

d
dx(f(x) + g(x)) =

d
dxf(x) +

d
dxg(x)

d
dx(af(x)) = a

d
dxf(x) (A.2.6)

第三个特性是与 x 无关的常数 a 的微分为 0。

d
dxa = 0

(A.2.7)
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※ �这些特性都可以从使用了 h 的微分的定义实际地推导出来。本书省略

了推导过程。如果大家有兴趣，请查找相关资料，或者亲自对表达式

变形，挑战一下推导的过程。

通过组合这些特性，即便是多项式也可以简单地进行微分。下面来看一

些例子。

d
dx5 = 0 ……使用 A.2.7

d
dxx =

d
dxx

1 = 1 · x0 = 1 ……使用 A.2.5

d
dxx

3 = 3x2
 ……使用 A.2.5

d
dxx

−2 = −2x−3
 ……使用 A.2.5

d
dx10x4 = 10

d
dxx

4 = 10 · 4x3 = 40x3
 ……使用 A.2.6 和 A.2.5

d
dx (x5 + x6) =

d
dxx

5 +
d

dxx
6 = 5x4 + 6x5

 ……使用 A.2.6 和 A.2.5

(A.2.8)

另外，含有求和符号的表达式的微分在本书中也多次出现。对这种表达

式微分时，可以像下面这样交换求和符号和微分运算符的顺序。

d
dx

n∑
i=0

xn =
n∑

i=0

d
dxx

n

(A.2.9)

也就是说，把全部数据加起来之后再微分和把微分结果加起来是一样的。

这是利用表达式 A.2.6 的第一个特性就能推导出来的结果。如果读者有兴趣，

不妨在此稍作停留深入思考一下。

本书中的大多数微分利用了表达式 A.2.8 和 A.2.9 的特性，所以只要记住

这些就足够了。
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A.3 偏微分

前面我们看到的函数 f(x) 是只有一个变量 x 的单变量函数，不过在实际

工作中还存在下面这种变量多于两个的多变量函数。

g(x1, x2, · · · , xn) = x1 + x2
2 + · · ·+ xn

n (A.3.1)

在机器学习的最优化问题中，有多少参数就有多少变量，所以目标函数

正是这样的多变量函数。前面我们学习了使用微分，沿着切线的方向一点点

移动参数的思路（参见 2.3.1 节），但是对于参数有多个的情况，每个参数的

切线都不同，移动方向也不同。

所以对多变量函数微分时，我们只需关注要微分的变量，把其他变量都

当作常数来处理。这种微分的方法就称为偏微分。

下面我们通过具体的例子来加深对它的理解。由于包含三个以上变量的

函数不容易画成图，所以这里考虑有两个变量的函数的情况（图 A-3）。

h(x1, x2) = x2
1 + x3

2 (A.3.2)

图 A-3



225

第
3

章
第
4

章
第
5

章
附
 
录

第
2

章
第
1
章

由于有两个变量，所以需要在三维空间内画图。图中左边向内延伸的轴

是 x1、右边向内延伸的轴是 x2，高为 h(x1, x2) 的值。接下来求这个函数 h 对

x1的偏微分。刚才介绍偏微分时说过，除了关注的变量以外，其他变量都作

为常数来处理，换言之就是把变量的值固定。比如把 x2 固定为 x2 = 1，这样

h 就会变成只有x1一个变量的函数（图 A-4）。

h(x1, x2) = x2
1 + 13 (A.3.3)

图 A-4

10.0

0

0.0
1.00.5

1.5 2.0

1

2
−7.5

−5.0

−2.5

−2

−2.0−1.5−1.0−0.5 −1

0.0

2.5

5.0

7.5

尽管图依然在三维空间内，但它看上去却是简单的二次函数了。由于常

数的微分都是 0，所以 h 对 x1进行偏微分的结果是下面这样的。

∂

∂x1

h(x1, x2) = 2x1
(A.3.4)

另外要说明的是，虽然在偏微分时微分的运算符由 d 变为了 ∂，但是二

者含义是相同的。接下来，我们基于同样的思路，考虑一下 h 对 x2 的偏微分。

比如将 x1固定为 x1 = 1，那么 h 将成为只有 x2 一个变量的函数（图 A-5）。

h(x1, x2) = 12 + x3
2 (A.3.5)

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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图 A-5
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这次 h 变为简单的三次函数了。与对 x1偏微分时的做法相同，这次 h 对

x2 偏微分的结果如下所示。

(A.3.6)
∂

∂x2

h(x1, x2) = 3x2
2

像这样只关注要微分的变量，将其他变量全部作为常数来处理，我们就

可以知道在这个变量下函数的斜率是多少。考虑到可视化问题，这次我们用

只有两个变量的函数进行了说明，但不管变量增加到多少，这个方法都是适

用的。
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A.4 复合函数

我们来考虑下面这两个函数 f(x) 和 g(x)。

(A.4.1)

f(x) = 10 + x2

g(x) = 3 + x

向 x 代入任意值，自然就会得出相应的输出值。

(A.4.2)

f(1) = 10 + 12 = 11

f(2) = 10 + 22 = 14

f(3) = 10 + 32 = 19

g(1) = 3 + 1 = 4

g(2) = 3 + 2 = 5

g(3) = 3 + 3 = 6

上面我们向 x 代入了数字 1, 2, 3，不过向 x 代入函数也可以进行计算。也就

是说，我们可以实现下面这样的表达式。

f(g(x)) = 10 + g(x)2 = 10 + (3 + x)2

g(f(x)) = 3 + f(x) = 3 + (10 + x2) (A.4.3)

它们分别是 f(x) 中出现 g(x)，以及 g(x) 中出现 f(x) 的形式。像这样由多个

函数组合而成的函数称为复合函数。在本书中，这种复合函数的微分会多次

出现，所以建议大家熟悉复合函数及其微分方法。

比如复合函数 f(g(x)) 对 x 求微分的情况。直接看这个表达式不太好理

解，我们可以像下面这样把函数暂时替换为变量。

y = f(u)

u = g(x) (A.4.4)
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这样一来，就可以分步骤进行微分。

dy
dx =

dy
du · du

dx (A.4.5)

也就是说，把 y 对 u 微分的结果与 u 对 x 微分的结果相乘即可。我们实际微

分一下试试。

dy
du =

d
duf(u)

=
d
du(10 + u2) = 2u

du
dx =

d
dxg(x)

=
d
dx(3 + x) = 1

(A.4.6)

每一部分的结果都算好后，剩下的就是相乘了。把 u 恢复为 g(x) 就可以得到

最终想要的微分结果。

dy
dx =

dy
du · du

dx
= 2u · 1

= 2g(x)

= 2(3 + x) (A.4.7)

在机器学习领域，对复杂的函数进行微分的情况很多，这时把函数当作

由多个简单函数组合而成的复合函数再进行微分，就可以相对简单地完成处

理。至于如何将函数分割为简单函数，大家可能慢慢才能掌握，但是记住复

合函数的微分这一技巧是绝对有好处的。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权



229

第
3

章
第
4

章
第
5

章
附
 
录

第
2

章
第
1
章

A.5 向量和矩阵

在机器学习领域，为了更高效地处理数值计算，要用到向量和矩阵。对

于学文科的人来说，也许知道向量，但很少有机会接触到矩阵吧？所以在这

里，我们来了解一下二者的基础知识。

首先，向量是把数字纵向排列的数据结构，而矩阵是把数字纵向和横向

排列的数据结构。二者分别呈现为下面这样的形式。

a =




3

9

−1


 , A =




6 3

11 9

8 10




(A.5.1)

人们常用小写字母表示向量、大写字母表示矩阵，并且都用黑体，本书也遵

循了这一习惯。另外，向量和矩阵的元素常带有下标，本书中也多次出现这

种写法。

a =



a1
a2
a3


 , A =



a11 a12
a21 a22
a31 a32




(A.5.2)

上面的向量 a 是纵向 3 个数字的排列，所以是三维向量。矩阵 A 是纵向 3

个、横向 2 个数字的排列，所以它就是大小为 3 × 2（也可以称之为 3 行 2

列）的矩阵。如果把向量当作只有 1 列的矩阵，那么 a 就可以看作 3 × 1 的

矩阵。本节后面的内容会把向量当作 n × 1 的矩阵进行说明。

矩阵分别支持和、差、积的计算。假如有以下两个矩阵 A 和 B，我们来

分别计算一下它们的和、差、积。

A =

[
6 3

8 10

]
, B =

[
2 1

5 −3

]

(A.5.3)
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和与差的计算并不难，只需将各个相应元素相加或相减即可。

A+B =

[
6 + 2 3 + 1

8 + 5 10− 3

]
=

[
8 4

13 7

]

A−B =

[
6− 2 3− 1

8− 5 10 + 3

]
=

[
4 2

3 13

]
(A.5.4)

积的运算有些特殊，所以这里会详细讲解它。计算矩阵的积时，需要将

左侧矩阵的行与右侧矩阵的列的元素依次相乘，然后将结果加在一起。文字

上的说明不容易理解，我们实际地计算一遍。矩阵的乘法是像下面这几张图

这样计算的（图 A-6 ~ 图 A-9）。

图 A-6

图 A-7

图 A-8

图 A-9

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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最终 A 和 B 的积如下所示。

AB =

[
27 −3

66 −22

]

(A.5.5)

矩阵中相乘的顺序是很重要的。一般来说，AB 和 BA 的结果是不同的

（偶尔会出现结果相同的情况）。此外，矩阵的大小也很重要。在计算矩阵乘

积时，左侧矩阵的列数与右侧矩阵的行数必须相同。由于 A 和 B 二者都为

2 × 2 的矩阵，所以满足这个条件。大小不匹配的矩阵之间的积未被定义，所

以下面这种 2 × 2 和 3 × 1 的矩阵的积无法计算。

[
6 3

8 10

]

2

5

2




(A.5.6)

最后我们来了解一下转置。这是像下面这样交换行和列的操作。本书在

讲解时会在文字的右上角加上记号 T 来表示转置。

a =



2

5

2


 , aT =

[
2 5 2

]

A =



2 1

5 3

2 8


 , AT =

[
2 5 2

1 3 8

]

(A.5.7)

在计算向量的积时，经常会像下面这样将一个向量转置之后再计算。这

与向量间内积的计算是相同的。
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a =



2

5

2


 , b =



1

2

3




aTb =
[
2 5 2

]


1

2

3




=
[
2 · 1 + 5 · 2 + 2 · 3

]

=
[
18

]
(A.5.8)

这样的例子会频繁出现，大家一定要熟悉矩阵的积和转置操作。
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A.6 几何向量

在讲解回归的第 2 章中出现的向量，在讲解分类的第 3 章中又出现了。

在分类中出现的向量的几何意义较强，而且向量之间的加减法、内积和法线

等概念都出现了。忘了向量基础知识的读者，可以在这里一起来复习一下向

量的几何意义。在分类那一章我们主要接触的是二维向量，所以这里讲解时

用到的也全部是二维向量。

向量拥有大小和方向。在高中，我们学过像图 A-10 这样用箭头来表示的

二维向量。

b = (2, 3)

a = (3, 1)

图 A-10

另外，向量可以写成下面这样纵向排列的形式。这样的向量被称为列向

量。这个在回归那一章也出现过。

a =

[
3

1

]
, b =

[
2

3

]

(A.6.1)

如果用几何语言表示向量的加法和减法，那么加法是让箭头相连，而减

法是逆转向量的方向之后再让箭头相连（图 A-11）。
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a + b = (5, 4)

a − b = (1, -2)

图 A-11

这个计算在代数上只是做了向量中各元素的相加和相减而已。

a+ b =

[
3

1

]
+

[
2

3

]
=

[
3 + 2

1 + 3

]
=

[
5

4

]

a− b =

[
3

1

]
−

[
2

3

]
=

[
3− 2

1− 3

]
=

[
1

−2

]
(A.6.2)

既然向量之间存在和与差，那么向量之间的积呢？向量之间的积确实也

存在，但是它不像和与差那样简单，不是元素之间相乘就行了。关于向量之

间的积，存在称为内积的定义。内积是向量间定义的一种积运算，对于二维

向量来说，可以用下面的表达式来计算。

a · b = a1b1 + a2b2 (A.6.3)

上一小节在讲解表达式 A.5.8 时，提到过将一个向量转置之后再计算积的做

法与内积的计算相同。从这里就可以看出，两个表达式确实是相同的。下面

具体地计算一下 a 和 b 的内积。

a · b = 3 · 2 + 1 · 3 = 9 (A.6.4)

计算结果为 9。像这样，计算向量内积之后得到的已经不是向量，而是普通的

数字（大小）了。这种普通数字有一个稍微生僻一点的叫法——标量。所以

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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内积也可以被称为标量积。另外，由于内积的运算符号不是乘法符号“×”，

而是点“ ·”，所以有时它也被称为点积。

另外，假设向量 a 和 b 之间的夹角为 θ，那么内积也可以这样表示（图

A-12）。

b = (2, 3)

a = (3, 1)

图 A-12

a · b = |a| · |b| · cos θ (A.6.5)

这里出现的 |a| 表示向量的长度。假如有向量 a = (a1, a2)，那么向量长度可

以如下定义。

|a| =
√

a21 + a22 (A.6.6)

由于这是把向量的元素分别平方之后再相加而得到的结果，所以必定为大于

0 的数。这一点很重要，请务必牢记。

另外，cos 是三角函数的一种，也被称为余弦函数等。这里就不详细展开

介绍三角函数了，不过回忆起 cos 函数的图形就可以很轻松地从图形的角度

解释向量内积，所以在这里我们先争取做到这一点。设 θ 为横轴、cosθ 为纵

轴，那么 cos 函数的图形如图 A-13 所示。它在正文中也出现过。
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360◦270◦180◦

1

0

−1

90◦0◦

cos θ

θ

图 A-13

这是一个非常光滑的图形。它的特点是在 θ 为 90° 和 270° 时 cosθ = 0，

cosθ 的符号以这两个点为界限发生变化。这个特点在解释向量的几何意义时

经常使用，请牢记。

最后，让我们了解一下法线。它在用感知机寻找分类数据的分界直线时

出现过。法线向量指的是与某条直线相垂直的向量（图 A-14）。

法线向量
p

90°

图 A-14

假设图中直线的表达式为 ax + by + c = 0，那么这时的法线向量 p 为

p = (a, b)。

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权
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A.7 指数与对数

在计算联合概率或似然时，人们经常会采用取对数的操作。这个对数到

底是什么呢？这里我们来简单地了解一下。

首先，在思考什么是对数之前，我们先来看一下指数。知道指数的人应

该很多，它附着在数字的右上角，表示要求这个数字的几次方。

x3 = x · x · x

x−4 =
1

x4
=

1

x · x · x · x (A.7.1)

指数具有以下性质，这些性质被称为指数法则。

ab · ac = ab+c

ab

ac
= ab−c

(ab)c = abc (A.7.2)

右上角的指数部分是普通数字的情况很常见，而如果指数部分是变

量，那么此时函数就成为了指数函数，其形式是这样的（a > 1 的情况）（图

A-15）。

y = ax (A.7.3)
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0

1.0

图 A-15

指数函数的逆函数是对数函数，它使用 log 来表示。

y = loga x (A.7.4)

逆函数指的是某个函数交换 x 和 y 之后的函数。它的图形是将原函数先

顺时针旋转 90 度，再左右翻转后的图形。设横轴为 x、纵轴为 y，那么实际

的对数函数的图形就是这样的（a > 1 的情况）（图 A-16）。

0

1.0

图 A-16

我们可以把它理解为 a 的 y 次方是 x 的意思。虽然有些不太容易理解，

但它正好是刚才 y = ax 中 x 和 y 交换后的形式。表达式 A.7.4 中 a 的部分被
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称为底，其中以自然常数（用 e 表示的值为 2.7182 . . . 的常数）为底的对数被

称为自然对数。在自然对数中常常会像下面这样省略底，将对数简单地写为

log 或者 ln 的形式。

y = loge x = log x = ln x (A.7.5)

对数函数具有以下性质，这些性质都很常用，建议大家记住它们。

log e = 1

log ab = log a+ log b

log a

b
= log a− log b

log ab = b log a (A.7.6)

※ �对数函数的性质可以使用指数法则进行推导。本书省略了推导过程，如

果大家有兴趣，请查找相关资料，或者亲自对表达式变形，挑战一下推

导的过程。

此外对数函数的微分也是很常见的，这里也来介绍一下。底为 a 的对数

函数的微分如下所示。

d
dx loga x =

1

x log a (A.7.7)

尤其是底为 e 的自然对数具有 log e = 1 的特点，其微分结果如下所示，

非常简洁。建议大家先记住这个表达式。

d
dx loge x =

1

x (A.7.8)
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※ �对数的微分也可以使用微分的定义来推导。与对数的性质一样，本书省

略了它的推导过程，如果大家有兴趣，请挑战一下推导的过程。
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A.8 Python 环境搭建

Python 是众多编程语言中的一种，是全世界所有人都可以免费使用的开

源软件。它具有简单的结构，用它编写的代码无须编译，可以立即执行。由

于这些方便简单的特性，Python 非常受初学者的喜爱。

此外，Python 在数据科学和机器学习领域的库尤其丰富，它是最适合这

些领域的开发语言。不仅仅是初学者，这些领域的专家也经常使用它。

本书实践理论时，使用的编程语言也是 Python。下面我们就来看一下

Python 从安装到应用的步骤。

本书使用的是 Python 3 系列的版本。在本书执笔时的 2017 年 8 月，

3.6.2 是最新的版本。MacOS 和 Linux 发行版一般会预装 Python，但是预装

的版本基本上是 2 系列。建议大家不要使用预装的版本，而是另行安装 3 系

列的版本。

另外，有些读者使用的是 Windows 操作系统。Windows 默认不预装

Python，所以需要自己安装。当然，已经拥有了 Python 3 环境的读者可以跳

过这步。

A.8.1 安装Python

对于想要在数据科学或机器学习领域使用 Python 的读者，我推荐非常方

便的 Anaconda。Anaconda 会在安装 Python 的同时，也安装便于数据科学

和机器学习开发的库。所以，如果想要尝试本书中刊载的示例程序，那么在

安装后立即就可以进入开发状态。

如前所述，本书使用的是 Python 3 系列，所以安装 Anaconda 时也要

选择 3 系列的。Anaconda 的安装程序可以在 Anaconda 的官网上下载。官

网上提供了 Windows/MacOS/Linux 各平台的安装程序。其中 Windows 和

MacOS 的安装程序都提供了 GUI 图形界面，所以大家可以遵照界面向导进

行安装，而在 Linux 上的安装要从命令行执行安装命令。

关于详细的安装方法，大家可查看下载页面中的安装文档。基本上，遵
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照界面向导选择默认选项即可完成安装。如果安装过程中出现问题导致安装

不能继续进行，请参考安装文档页面。

提　示

安装过程中，界面上会出现是否在环境变量 PATH 里增加 Anaconda 的选项，请
勾选。 

Anaconda 发行版安装结束后，为了确认 Python 的版本，请在终端程序

或命令提示符中输入“python -version”。

■ 在终端程序或命令提示符中输入（示例代码：A-8-1）

$ python --version ‐‐‐‐‐‐‐‐ 不要输入“$”，输入该符号右侧的部分

Python 3.6.1 :: Anaconda 4.4.0 (64-bit)

Python和 Anaconda后面的版本数字会随着安装版本的不同而不同，但只

要显示了类似的结果，就说明环境可以正常执行。如果安装已完成却没有像

这样显示结果，那么请尝试登出再登录、重新启动终端，或者重启计算机等

操作。

A.8.2 执行Python

Python 的执行方法大体上可以分为两种。一种是在对话式的交互式环境

上执行，另一种是执行在 .py 文件中编写的内容。本书在讲解过程中主要采

用了前一种在交互式环境上执行的方法。

交互式环境也被称为交互式 shell 或者对话模式，允许开发者像在与

Python 对话一样进行编程。在终端或者命令提示符输入“Python”即可启

动它。
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■ 在终端程序或命令提示符中输入（示例代码：A-8-2）

$ python ‐‐‐‐‐‐‐‐ 不要输入“$”，输入该符号右侧的部分

Python 3.6.1 |Anaconda 4.4.0 (64-bit)| (default, May 11 2017, 13:09:58)

[GCC 4.4.7 20120313 (Red Hat 4.4.7-1)] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.

>>> ‐‐‐‐‐‐‐‐ 出现“>>>”就意味着进入了接受 Python程序的状态

进入交互式环境之后，一眼就能看到在行前的“>>>”记号，我们在这个

记号之后输入 Python 程序。另外，输入 quit()可以退出交互式环境。

本书出现的 Python 源代码中，前面有“>>>”或者“…”的就是在交互

式环境执行的代码。请大家一定要亲自启动交互式环境，一边执行源代码一

边查看结果。

另外，我从那些在交互式环境中依次执行的源代码中，抽取并汇总了真

正需要的代码，本书将它们作为示例代码进行了公开。大家可以下载这些代

码，然后使用 Python 执行并查看结果，所以请像下面这样，在 python 命令

后指定 Python 的文件名来执行程序。而且在执行之前，不要忘记移动到 .py

文件所在的目录。

■ 在终端程序或命令提示符中输入（示例代码：A-8-3）

$ cd /path/to/downloads ‐‐‐‐‐‐‐‐ 输入 .py文件所在的目录，移动到那里

$ python regression1_linear.py ‐‐‐‐‐‐‐‐ 执行「regression1_linear.py」
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A.9 Python 基础知识

本小节将向没有用过 Python 的读者介绍一下 Python 程序的基本语法。

不过本书不是 Python 的入门书籍，这里只涉及最小范围的内容，目的是能够

让大家理解在第 5 章实现的 Python 程序。因此这里不会介绍所有的知识，如

果读者想进一步加深理解，推荐大家上网查找资料或者阅读 Python 的入门书

籍。

下面我们就一起通过实践来学习 Python 吧。首先请在终端或命令提示符

中输入 Python（参考附录 A.8），启动交互式环境。

A.9.1 数值与字符串

Python 可以处理整数和浮点数，可以通过“+”“-”“*”“/”对它们进

行四则运算。此外，还可以通过 %求余数，通过“**”进行幂运算。

■ 以下全部通过 Python 交互式环境执行（示例代码：A-9-1）

>>> 0.5 ‐‐‐‐‐‐‐‐ 不要输入“>>>”，输入该符号右侧的部分。余同。

0.5

>>> 1 + 2

3

>>> 3 - 4

-1

>>> 5 * 6

30

>>> 7 / 8

0.875

>>> 10 % 9

1

>>> 3 ** 3

27
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Python 还支持指数记数法，写法如下。

■ 示例代码：A-9-2

>>> # 下面这行与“1.0 * 10的 -3次幂”的含义相同。以 #开始的行是注释。

>>> 1e-3

0.001

>>>

>>> # 下面这行与“1.0 * 10的 3次幂”的含义相同。

>>> 1e3

1000.0

这里的代码中出现了 # 号，Python 把 # 之后的代码视为注释。Python

会忽略注释，所以注释不会对程序产生影响。对程序中不易理解的部分的意

图和背景等进行说明时可以使用它。本书在很多示例代码中加入了注释，不

过大家在使用交互式环境时一般不需要输入注释。

另外，Python 会将文字用单引号或者双引号围起来表示字符串。我们可

以使用“+”和“*”运算符进行字符串的连接以及重复输出。

■ 示例代码：A-9-3

>>> 'python'

'python'

>>> "python"

'python'

>>> 'python' + '入门 '

'python入门 '

>>> 'python' * 3

'pythonpythonpython'
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A.9.2 变量

在使用数值或字符串时给它们起好名称，之后就可以通过名称再次使用

它们。这样的结构称为变量。可以像下面的代码一样，将数值或字符串代入

到变量里使用。变量之间的运算结果可以再次赋值给变量保存，大家可以在

需要的时候利用这个特性。

■ 示例代码：A-9-4

>>> # 将数值赋值给变量，求它们的和

>>> a = 1

>>> b = 2

>>> a + b

3

>>> # 将 a与 b的和进一步赋值给变量 c

>>> c = a + b

>>>

>>> # 利用变量重复输出字符串

>>> d = 'python'

>>> d * c

'pythonpythonpython'

另外，变量的四则运算和省略写法如下所示。这些能让程序看起来简洁

的写法很常用，请一并记住。

■ 示例代码：A-9-5

>>> a = 1

>>>

>>> # 与 a = a + 2含义相同

>>> a += 2

>>>
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>>> # 与 a = a - 1含义相同

>>> a -= 1

>>>

>>> # 与 a = a * 3含义相同

>>> a *= 3

>>>

>>> # 与 a = a / 3含义相同

>>> a /= 3

A.9.3 真假值与比较运算符

Python 中有表示真假值的值 True和 False。

True 表示真、False 表示假，这两个值也被叫作布尔值，后面要介绍的

流程控制语法也会用到这两个值，所以一定要记住它们。

■ 示例代码：A-9-6

>>> # 1与 1相等吗？

>>> 1 == 1

True

>>>

>>> # 1与 2相等吗？

>>> 1 == 2

False

像这样比较两个值之后的结果是否正确就由真假值来表示。上述示例

中出现的“==”称为比较运算符，用于检查符号左侧和右侧的值是否相等。

Python 的比较运算符包括“==”“!=”“>”“>=”“<”“<=”，它们分别有以下

含义，请一边阅读注释一边了解其含义。
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■ 示例代码：A-9-7

>>> # python2与 python3不等吗？

>>> 'python2' != 'python3'

True

>>>

>>> # 2比 3更大？

>>> 2 > 3

False

>>>

>>> # 2大于 1吗？

>>> 2 >= 1

True

>>>

>>> # 变量之间也可以比较

>>> a = 1

>>> b = 2

>>> # a比 b小吗？

>>> a < b

True

>>>

>>> # b小于 2吗？

>>> b <= 2

True

我们还可以对真假值应用 and和 or运算符。

and只有在两个真假值都为 True的情况下，结果才为 True。

or 在两个真假值中任意一个为 True 的情况下，结果为 True。我们通过

例子来看一看实际结果。
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■ 示例代码：A-9-8

>>> a = 5

>>>

>>> # a比 1大，而且 a比 10小

>>> 1 < a and a < 10

True

>>>

>>> # a比 3大，或者 a比 1小

>>> 3 < a or a < 1

True

A.9.4 列表

Python 中有一个称为列表的数据结构，使用该结构不仅能处理一个值，

而且能够统一处理多个值。有些语言会称该数据结构为数组。后面介绍流程

控制时也会用到列表，所以在这里我们来熟悉一下基本的列表操作方法。

■ 示例代码：A-9-9

>>> # 创建列表

>>> a = [1, 2, 3, 4, 5, 6]

>>>

>>> # 访问列表元素

>>> # （注意：索引是从 0开始的）

>>> a[0]

1

>>> a[1]

2

>>>

>>> # 在索引上加入负号，可以从后面访问元素
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>>> a[-1]

6

>>> a[-2]

5

>>>

>>> # 有一种使用“:”的被称为切片的方便写法

>>> # 获取指定范围的值

>>> a[1:3]

[2, 3]

>>>

>>> # 获取从第 2个值开始到最后的所有值

>>> a[2:]

[3, 4, 5, 6]

>>>

>>> # 获取从开始到第 3个值的所有值

>>> a[:3]

[1, 2, 3]

A.9.5 流程控制

Python 程序基本上是按照书写顺序从上到下执行的，但我们也可以通过

接下来要介绍的流程控制来实现条件分支和循环。

使用流程控制时，我们以代码块为单位编写代码。其他编程语言多使用

{ … } 或 begin … end 来表示代码块的开始和结束，而 Python 使用缩进

来表示代码块。虽然 tab 制表符和半角空格都可以表示缩进，但是我建议大

家尽可能避免使用 tab 制表符，而是使用 4 个半角空格。与其他语言相比，

Python 中的缩进非常重要，缩进未对齐会导致错误，大家要小心。

首先，我们通过 if语句使用条件分支。如果在 if之后的真假值是 True，

那么这句后面的代码块会被执行，如果是 False，那么 Python 解释器会去看

下一个 elif的真假值。假如这里也是 False，那么最终 else下面的代码块会
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被执行。我们来实际地确认一下。

■ 示例代码：A-9-10

>>> a = 10

>>>

>>> # 根据变量值能否被 3或者 5整除，打印不同的消息

>>> if a % 3 == 0:

...     print('能被 3整除的数 ')

... elif a % 5 == 0:

...     print('能被 5整除的数 ')

... else:

...     print('既不能被 3，也不能被 5整除的数 ')

... ‐‐‐‐‐‐‐‐ 在这里按“Enter”键

能被 5整除的数

接下来，我们通过 for语句进行循环处理。将列表传给 for，for就会从

列表中依次取出元素，并开始循环处理。我们来实际地确认一下。

■ 示例代码：A-9-11

>>> a = [1, 2, 3, 4, 5, 6]

>>>

>>> # 依次取出列表中元素并赋值给变量 i，然后输出值

>>> for i in a:

...     print(i)

... ‐‐‐‐‐‐‐‐ 在这里按“Enter”键

1

2

3

4

5

6
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此外，还有一种循环处理的语法：while语句。只要 while后面的表达式

为 True，Python 解释器就会开始循环处理。

■ 示例代码：A-9-12

>>> a = 1

>>>

>>> # 只要 a不大于 5，进行循环处理

>>> while a <= 5:

...     print(a)

...     a += 1

... ‐‐‐‐‐‐‐‐ 在这里按“Enter”键

1

2

3

4

5

A.9.6 函数

最后我们来学习函数。在 Python 中，只要把一段处理定义为函数，之后

就可以在需要的时候调用它。我们使用 def 来定义函数，在 def 行下面的代

码块就是函数的处理。与流程控制一样，函数中也用缩进来表示代码块，所

以请注意缩进的对齐。

■ 示例代码：A-9-13

>>> def hello_python():

...     print('Hello Python')

... ‐‐‐‐‐‐‐‐ 在这里按“Enter”键

>>> hello_python()

Hello Python
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>>>

>>> # 函数也可以接受参数并返回值

>>> def sum(a, b):

...     return a + b

... ‐‐‐‐‐‐‐‐ 在这里按“Enter”键

>>> sum(1, 2)

3

图灵社区会员 Kensuke(cpy4ever@gmail.com) 专享 尊重版权



附录 学习回归—基于广告费预测点击量254

A.10 NumPy基础知识

NumPy 是面向数据科学的非常方便的库。尤其是 NumPy 专用的数组

（被称为 ndarray）中有很多方法，非常方便。在机器学习实现的过程中，向

量和矩阵的计算频繁出现，使用 NumPy 的数组可以提高处理效率。

这里以第 5 章实现的源代码中出现的 NumPy 功能为中心，对其基础部

分进行讲解。NumPy 的功能非常多，这里无法一一介绍，推荐有兴趣的读者

上网查找资料，或者阅读相关书籍。

默认情况下，NumPy 没有被预置在 Python 标准库里，所以需要先进行

安装。不过，如果是通过附录 A.8 介绍的 Anaconda 发行版安装的 Python，

那么 NumPy 会被预置在内，不需要另行安装。

如果没有通过 Anaconda 发行版安装 Python，那 NumPy 基本上不会被

预置在内，需要使用包管理工具 pip来安装。

■ 在终端程序或命令提示符中输入（示例代码：A-10-1）

$ pip install numpy

NumPy 准备好之后，我们就一起通过实践来掌握它吧。首先在终端程序

或命令提示符中输入 Python，启动交互式环境。

A.10.1 导入

要想能在 Python 中使用 NumPy，首先需要导入 NumPy。具体方法是

利用 import语句，像下面这样进行导入。

■ 以下全部在 Python 交互式环境执行（示例代码：A-10-2）

>>> import numpy as np
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这一行的意思是以 np 这一名称读取 numpy 库。以后通过 np 这个名称就

可以使用 NumPy 的功能。后面的示例代码都以已经完成库的读取为前提

执行。

A.10.2 多维数组

NumPy 的核心是表示多维数组的 ndarray。在示例代码 A-9-9 中，我们

已经见过 Python 使用“:”这个方便的切片写法，而 NumPy 的多维数组也

有几个访问元素的方便写法，下面以本书用到的写法为中心予以介绍。

■ 示例代码：A-10-3

>>> # 创建 3×3的多维数组（矩阵）

>>> a = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]])

>>> a

array([[1, 2, 3],

       [4, 5, 6],

       [7, 8, 9]])

>>>

>>> # 访问第 1行第 1列的元素

>>> # （注意：索引从 0开始）

>>> a[0,0]

1

>>>

>>> # 访问第 2行第 2列的元素

>>> a[1,1]

5

>>>

>>> # 取出第 1列

>>> a[:,0]

array([1, 4, 7])

>>>
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>>> # 取出第 1行

>>> a[0,:]

array([1, 2, 3])

>>>

>>> # 取出第 2列和第 3列

>>> a[:, 1:3]

array([[2, 3],

       [5, 6],

       [8, 9]])

>>>

>>> # 取出第 2行和第 3行

>>> a[1:3, :]

array([[4, 5, 6],

       [7, 8, 9]])

>>>

>>> # 取出第 1行，并赋给变量

>>> b = a[0]

>>> b

array([1, 2, 3])

>>>

>>> # 也可以使用数组访问元素

>>> # 依次取出数组 b的第 3个和第 1个元素

>>> c = [2, 0]

>>> b[c]

array([3, 1])

此外，还可以像下面这样访问多维数组的基本属性。
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■ 示例代码：A-10-4

>>> # 创建 3×3的多维数组（矩阵）

>>> a = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]])

>>>

>>> # a的维度。由于是矩阵，所以为二维

>>> a.ndim

2

>>>

>>> # a的形状。由于是 3×3矩阵，所以为 (3, 3)

>>> a.shape

(3, 3)

>>>

>>> # a的元素数。由于是 3×3，所以元素数为 9

>>> a.size

9

NumPy 的多维数组还支持数组间的合并。水平方向的合并使用 hstack，

而垂直方向的合并使用 vstack。

■ 示例代码：A-10-5

>>> # 与 3×1的数组横向合并

>>> a = [[1], [2], [3]]

>>> b = [[4], [5], [6]]

>>> np.hstack([a, b])

array([[1, 4],

       [2, 5],

       [3, 6]])

>>>

>>> # 与 1×3的数组纵向合并

>>> a = [1, 2, 3]
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>>> b = [4, 5, 6]

>>> np.vstack([a, b])

array([[1, 2, 3],

       [4, 5, 6]])

通过 NumPy，还可以像下面这样使用 T 来获得转置矩阵。

■ 示例代码：A-10-6

>>> # 创建 3×3的多维数组（矩阵）

>>> a = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]])

>>> a

array([[1, 2, 3],

       [4, 5, 6],

       [7, 8, 9]])

>>>

>>> # 对 a转置

>>> a.T

array([[1, 4, 7],

       [2, 5, 8],

       [3, 6, 9]])

A.10.3 广播

NumPy 中有一个功能用于数组元素间运算，称为广播。通常 NumPy 数

组之间做运算时，数组的形状必须一致，但是在两个数组形状不一致却有可

能调整为一致时，该功能就会先调整再进行运算。文字的说明可能不容易理

解，下面通过示例来演示这个功能。
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■ 示例代码：A-10-7

>>> # 创建 3×3的多维数组（矩阵）

>>> a = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]])

>>>

>>> # 把 a的所有元素加 10

>>> a + 10

array([[11, 12, 13],

       [14, 15, 16],

       [17, 18, 19]])

>>>

>>> # 把 a的所有元素乘 3

>>> a * 3

array([[ 3,  6,  9],

       [12, 15, 18],

       [21, 24, 27]])

这段代码在内部把 10 或 3 这样的数值当作 3×3 矩阵来处理，然后对每

个元素进行运算（图 A-17）。

1 32

4 6 +5

7 98

10 1010

10 1010

10 1010

1 32

4 6 *5

7 98

3 33

3 33

3 33

图 A-17
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稍微提一句，这里的乘法运算不是矩阵的，而是每个元素的。这种对每

个元素进行的运算被称为逐元素（element-wise）运算，矩阵的乘法与逐元素

的乘法是不同的，这一点要注意。此外，还有这样的广播方式。

■ 示例代码：A-10-8

>>> # 分别把 a的每一列乘以 2、3、4

>>> a * [2, 3, 4]

array([[ 2,  6, 12],

       [ 8, 15, 24],

       [14, 24, 36]])

>>>

>>> # 分别把 a的每一行乘以 2、3、4

>>> a * np.vstack([2, 3, 4])

array([[ 2,  4,  6],

       [12, 15, 18],

       [28, 32, 36]])

这段代码在内部会像下面这样对数组进行扩展，然后对每个元素进行运算

（图 A-18）。

1 32

4 6 *5

7 98

2 43

2 43

2 43

1 32

4 6 *5

7 98

2

3

4

22

33

44

图 A-18
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